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Kapitola 1

Úv od - jazyk matematiky

Velkou knih u pøírody mohou èíst jen ti, kteøí rozu-
mìjí jazyku, jím¾ byla napsána. A tím to jazykem je
matematik a. (Galile o Galilei)

Na otázku: Co je to matematika?vìt¹ina lidí asi odpoví, ¾ematematika jsou vlastnì poèty. Ti, kteøísebudou
chtít tro chu blýsknout, mo¾náøeknou,¾esejedná o vìdu o èíslech. Ale je to tak doopravdy? Zkusmesenejprve
zamyslet nad tím,

1.1 Co je to matematik a

Na poèátku urèitì bylo poèítání a tedy i èísla. No, na úplném poèátku byl smysl pro poèet, tedy schopnost
vyjádøit poèetpomocí slov. V primitivníc h spoleènostech byla tato slova jen pro þjedenÿ a þdvaÿ. Vìt¹í poèty
se oznaèovaly slovem þmnohoÿ. Pozùstatky toho nacházíme i v indoevropských jazycích, kde slovo þtøiÿ má
podobný základ jako slovo oznaèujícíþmnohoÿ,þpøesÿ,èi þzaÿ.Dal¹ím doklademje existencezvlá¹tního duálního
èísla podstatných jmen. I v hodinách èeského jazyka jste se jistì setkali s pozùstatky duálu, který souèasná
èe¹tina pou¾ívá u¾jen pro slova oznaèujícíèásti tìla vyskytující sepo dvou (oèi, u¹i, . . . ). V tìc hto primitivníc h
spoleènostech se je¹tì nepoèítalo. Poèítání toti¾ pøedpokládá uvìdomìní si jakýchsi vztahù mezi jednotlivými
poèty. Pak ale lidé objevili snadný zpùsobzaznamenávání vìt¹íc h poètù (pomocí prstù na rukou a pøípadnì i na
nohou, tyèinek, kamínkù, ¹keblí, . . . ) a lidstvo zaèalopoèítat.

První známý poèetní systém pochází ze Støedníhovýchodu. Organizované zemìdìlství potøebovalo nìjak
zaznamenávat stav zásob, sestavovat plán, uzavírat obchody, . . . Pou¾ívali k tomu asi jeden centimetr velké
peèlivì tvarovanéhlinìné pøedmìty (válce, disky, ku¾ely, . . . ). Ka¾dýtvar zøejmì oznaèoval nìco jiného (zvíøe,
objemovou èi délkovou míru, . . . , pozdìji i vyrábìné pøedmìty). Tyto pøedmìty byly pro potøeby úèetnictví
ukládány do hlinìn ých pouzder, která pak byla zapeèetìna. To nebylo moc praktické, proto¾ekdy¾chtìl nìkdo
prozkoumat obsah pouzdra, musel nejprve odstranit peèe».Sumer¹tí úèetní proto zaèali na pouzdra vyrýv at
symbolickéznaèky oznaèujícípoèet kusù uvnitø. Tím sesamotný obsahpouzderstal zbyteèným, proto¾ev¹echny
dùle¾itéinformaceu¾byly na vnìj¹í stranì pouzdra. Dost dlouho ale je¹tì trv alo, ne¾si to uvìdomili a ne¾zaèali
pou¾ívat hlinìné tabulky s vyryt ými znaky. To byl obrovský krok v dìjinác h matematiky. Byl to vlastnì pøechod
od fyzických pøedmìtù k abstraktním symbolùm.

K tomu, aby lidé mohli poèítat, byl dùle¾itý také zápis èísel.Pøedstavte si tøeba,¾emáte seèístdvì èísla
zapsanáøímskýmièíslicemi.A co teprve, kdybyste je mìli vynásobit. K þpoèítáníÿ je vhodný poziènízápisèísla,
tak jak ho bì¾nì pou¾íváme.Starovìk é civilizace pou¾ívaly tento zápisv desítkové (Indové, Èíòané), dvacítkové
(Mayové, Kelti) nebo dokoncev ¹edesátkové (Sumerové) soustavì.

Ve starovìku sepoèítání (aritmetik a) pou¾ívalo k ryze praktickým úèelùm (výpoèty plochy, úrody, rozmìrù
oltáøù, pyramid, . . . ). Pou¾ívala sepouzekladná celá èíslaa jejich zlomky. V dochovaných textech jsou i snahy
popsat postupy výpoètu, ale v¾dyjen pro konkrétní èísla. I kdy¾je leckdy zøejmé,¾etato èíslaslou¾íjen jako
pøíklady a dají se nahradit jakýmik oli jinými. Je také zajímavé, s jakou pøesnostídokázali spoèítat pøibli¾né
hodnoty nìkterýc h iracionálních èísel.Tøebav Indii spoèítali hodnotu

p
2, která seod skuteènéli¹í zhruba o dvì

miliontiny. Babyloòané se li¹ili dokonceo ménì ne¾jednu miliontinu (a to prosim v ¹edesátkové soustavì).
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1.2. Co je algebra 3

V Øecku stála v popøedígeometrie, èísla mìla význam urèitých vzdáleností, objemù. Øekové byli první,
kdo pøestalimatematiku chápat jako jakousi þkuchaøkuÿ, jak nìco zmìøit, spoèítat, . . . , a zaèali ji studovat.
Thalés zavedl my¹lenku matematickéhodùkazu,Aristoteles polo¾ilzáklady logiky, Eukleidesformuloval základní
postuláty geometrie.

V 17. století nezávisle na sobì Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz zavedli koncepci diferenciálního
a integrálního poètu. Tím sematematika stala také naukou o pohybu a zmìnách. Ale právì diferenciální a in-
tegrální poèet vedl matematiky k zamy¹lení nad þzákladyÿ matematiky, vznikla teorie mno¾ina spolu s ní se
znovu zaèalarozvíjet matematická logika. Ve 20. století do¹lo k ohromnému rozvoji matematiky, pùvodní obory
jako tøeba aritmetik a, geometrie, algebra, . . . se rozdìlily na rùzné podobory, vznikly také nové obory, tøeba
teorie výpoèetní slo¾itosti,. . .

Jak tedy odpovìdìt na otázku, kterou jsme si polo¾ili na úvod? V poslední dobì se matematika de�n uje
jako vìda o strukturách. Zkoumá struktury numerické, struktury tvarù, pravdìp odobnostní struktury , struktury
reálnénebo vymy¹lené, statické i dynamické.Podle zkoumaných struktur pak vznikla rùzná odvìtví matematiky.

Otázkou je, jak moc matematika souvisí s reálným svìtem. Jistì jste i vy sami nìk olikrát matematiku pro
øe¹enínìjakýc h þpraktickýchÿ problémù (jako napø. þkolik rohlíkù mù¾udennì sníst, kdy¾mám na tøi dny
padesátkorunÿ nebo þkolik zaplatím za nový koberec,kdy¾jsem starý znièilÿ nebo þjakou rychlostí by musel
jet autobus mìstské dopravy, abych stihnul aspoò závìr cvièení, které konèí za desetminutÿ apod.) pou¾ili.Ve
¹kole jste rùzné dìje ve svìtì popisovali pomocí matematických vzorcù. Snad v ka¾dévìdecké práci se nìjaký
ten matematický vztah objevuje. Je to tedy tak, ¾esvìt kolem nás se chová podle nìjakýc h matematických
vztahù a úkolem vìdy je tyto vztahy objevovat?

Máme vlastnì dva rùzné svìt y. Ten þskuteènýÿ svìt vìcí a vztahù mezi nimi a ten þmatematickýÿ, pomocí
kterého ten skuteèný svìt popisujeme. Cesta ze skuteènéhosvìta do svìta matematiky se nazývá abstrakce
(odhlédnemeod nepodstatných vìcí, jako tøeba¾ez tìc h pìti jablek na stole je jedno shnilé a dvì nezralá), cesta
v opaènémsmìru se nazývá speci�kace. Kdy¾tedy øe¹ímenìjaký problém v reálném svìtì, pomocí abstrakce
ho pøevedemedo matematickéhosvìta (popí¹emeho nìjakými rovnicemi, . . . ), tam ho vyøe¹ímea to øe¹enízase
pomocí speci�k acepøevedemedo reálného svìta. Kdy¾se vrátíme k tìm jablkùm na stole - je jich pìt, nás je
taky pìt, matematicky je to jasné, ka¾dýsi vezmejedno jablko. No, rad¹i si to své pùjdu rychle vybrat.

1.2 Co je algebra

Ji¾od nejstar¹ích dob sepøiøe¹eníkonkrétních pøíkladùobjevovaly úlohy, které bychom dnesoznaèili jako øe¹ení
lineárních nebo kvadratických rovnic, pøípadnì jejich soustav.

Ve starovìku byly tyto úlohy formulovány slovnì, nepou¾ívala se¾ádnásymbolika (první pokusy o jakousi
algebraickou symboliku nacházímea¾v Diofantovì Aritmetice), èastobyla vyu¾ívána geometrická terminologie
(neznámábyla oznaèována jako strana, její druhá mocnina jako ètverec,pokud byly neznámédvì, byly oznaèo-
vány jako délka a ¹íøka, . . . ). Pøi øe¹eníbyla nìkdy formulována nìjak á pravidla, ta ale nebyla nijak zdùvodòo-
vána. Na egyptských papyrech nacházímeúlohy, které vedouna øe¹enírovnic typu x + ax = b a x + ax + cx = b.
Egyp»anéje øe¹ili metodou fale¹ného pøedpokladu.

Rovnice øe¹ili také v Èínì. Nejstar¹ím zachovaným dílem je Jiu zhangsuan shu, èeskyMatematika v devíti
knihách nebo také Devìt kapitol o matematickémumìní , struènì Devìt kapitol. Doba jeho vzniku je nejasná,ale
urèitì to bylo pøedna¹ím letopoètem. Shrnuje poznatky z pøedchozích dob. Na konkrétních pøíkladech jsou zde
ukázány metody výpoètù, které Èíòané pou¾ívali. Poznáváme,¾eznali zlomky, poèítali druhé a tøetí odmocniny,
obsahkruhu (ale pou¾ívali � = 3), . . . Zajímavá je 8. kapitola, kde je popsánametoda øe¹enísoustav lineárních
rovnic nazývaná fang ècheng. Jde o jakousi obdobou Gaussovy eliminace, o které bude v tìc hto skriptech je¹tì
øeè.Koe�cienty jednotlivých rovnic Èíòanéþzapisovaliÿ do sloupcù a následnì provádìli eliminaci elementárními
sloupcovými úpravami. Èíòané èísla v pravém slova smyslu nezapisovali. Na poèítací desceje znázoròovali
pomocí tyèinek. Mìli þznakyÿ (urèité uspoøádánítyèinek) pro èísliceod jedné do devíti a ty byly dvojího druhu
(pro sudéa liché øády).Èísla pak þzapisovaliÿ v desítkové soustavì. Samostatný znak pro nulu nemìli, pokud se
v desítkovém zápisuèíslanìkde nula objevila, prostì tam ¾ádnoutyèinku nepolo¾ili.Pøimanipulaci sev tabulce
nìkdy objevovala i záporná èísla, ta byla na desceodli¹ena èervenou barvou tyèinek. Záporná øe¹enírovnic
Èíòané neznali.

Ve støedovìku zaujímala významné místo arabská matematika. V roce 850 vydal arabský matematik Abou
Jafar MuhammadIbn Musa al-Khwarizmi knihu Kitab al-jabr wa'l muqabalah. Kniha v ¹esti krátkých kapitolách
popisovala zpùsoby øe¹ení¹esti typù lineárních a kvadratických rovnic (øe¹enímbyla stále jen kladná èísla).
K tomu, aby serovnice upravila na jeden z probíraných typù, sepou¾ívaly dva kroky. Jedensenazýval al-jabr
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4 Kapitola 1. Úvod - jazyk matematiky

a odpovídal pøevedeníèlenu z jedné strany rovnice na druhou s opaèným znaménkem. Tedy z rovnice x + 3 = y
odvodíme rovnici x = y � 3. Druhým krokem byl al-muqabalah, kterému odpovídala eliminace stejných nebo
opaèných èlenù, napø.z rovnice y + 3 = x + 3 odvodíme rovnici y = x nebo z rovnice a + y � a = x odvodíme
rovnici y = x. Tato kniha byla ve 12. století pøelo¾enado latin y a vydána pod názvem Liber algebrae et
almucabola (pøekladatel Robert de Chester si nedal moc práce s pøeklademnázvu) a odtud pochází název
algebra. Jméno autora bylo do latin y pøepsánojako þAlgorismiÿ a èasemz nìho vzniklo slovo algoritmus. Dal¹í
arabský matematik al'Kar ad¾íjako první vymezil algebru jako vìdu, která uèí, jak vypoèítat neznámévelièiny
pomocí velièin známých.

A¾do 17. století lze algebru charakterizovat jako zobecnìní a roz¹íøeníaritmetiky . Zabývala sepøedev¹ímøe-
¹ením polynomiálních rovnic. Zavedla také symbolickéznaky pro operacea zaèalaoznaèovat neznámoupísmeny.
V 16. století ital¹tí matematici odvodili vzorce pro výpoèet koøenù polynomù 3. a 4. stupnì. Pøi výpoètech se
ale pod druhou odmocninou objevovala i záporná èísla. Docházelo k tomu dokonce i v pøípadech, kdy koøeny
byly reálné. To vedlo k zavedení nových èísel oznaèovaných tro chu hanlivì jako èísla imaginární (pomyslná,
vymy¹lená, . . . ) nebo dokonce þimpossibleÿ. Ne v¹ichni matematici toti¾ byli ochotni je pøijmout. A¾o dvì
století pozdìji sevelcí matematici jako d'Alembert, Gaussnebo Euler zasadili o jejich pøijetí. V 19. století irský
matematik William Hamilton vytv oøil algebraickou teorii komplexních èísel(pohled na komplexní èísla jako na
uspoøádanoudvojici èíselreálných). Pokusil sekomplexní èíslaroz¹íøit a vytv oøil teorii kvaternionù.

V 19. století se v algebøestále zkoumala otázka øe¹itelnosti polynomiálních rovnic vy¹¹ích øádù pomocí
radikálù, tedy u¾itímalgebraických operacísèítání, odèítání, násobení, dìlení, umocòování a odmocòování. Pøi
zkoumání této otázky francouzskýmatematik Evariste Galois zavedl pojem grupy a to u¾byl poèátek moderní
algebry.

þ Krátký ¾ivot Evariste Galoise je jako román. Narodil se 25. øíjna 1811 v Bourg-la-Reine nedaleko Paøí¾e.Jeho otec byl starostou
mìsteèka, matk a dcerou soudce. Ve dvanácti letech (do této doby byl vyuèován matk ou) vtoupil Evariste do lycea Ludvík a Velikého.
Zpoèátku studoval velmi úspì¹nì, pak ale zlenivìl, tak¾emusel jeden roèník opakovat. Zaèal nav¹tìv ovat lekce matematiky ve tøídì
M. Verniera. ©kolní matematik a mu nestaèila, a tak èetl práce matematikù tehdej¹í doby. V roce 1828 sesám pøipravoval na pøijímací
zkou¹ky na paøí¾skou Polytechniku. Neuspìl. Vrátil sena lyceum. V té dobì publik oval svùj první matematic ký èlánek. Také napsal
první pojednání o rovnicích a poslal je na Ak ademii vìd. Cauchy ale tuto práci ztratil. 2. èervence 1829 spáchal Galoisùv otec
sebevra¾dukvùli pomluv ám, které o nìm zaèal roz¹iøovat nový místní knìz. O pár dní pozdìji Galois podruhé neuspìl u pøijímacích
zkou¹ek na Polytechniku. Traduje se,¾epøi zkou¹ce rozhoøèený Galois hodil po examinátoro vi hadr na mazání tabule. Zaèal studovat
na École Normale. Napsal dal¹í pojednání o polynomiálníc h rovnicích a poslal je znovu do Ak ademie vìd. Fourier si vzal ruk opis
domù, ale o nìco pozdìji zemøel,tak¾eruk opis byl zaseztracen. Pøed a po revoluci v roce 1830 se politik a stala dùle¾itou souèástí
Galoisova ¾ivota. Pro své dva èlánky byl vylouèen ze ¹koly. V kvìtn u 1831 byl uvìznìn, v èervnu propu¹tìn, v èervenci znovu
zadr¾ena v øíjnu odsouzen na 6 mìsícù jako recidivista. V bøeznu následujícího roku byli vìzni kvùli epidemii cholery pøestìhováni
do nemocnice s policejním dozorem. Tady se asi seznámil s þfemme fataleÿ svého ¾ivota. Okolnosti jsou nejasné, ale 30. kvìtna
1831 mìl Galois duel, pøi kterém byl zranìn a opu¹tìn jak soupeøemtak vlastními sekundanty. Na¹el ho vesnièan a dopravil do
nemocnice, kde následující den zemøelv náruèí svého mlad¹ího bratra. Bylo mu dvacet let. Tak svìt pøichází o matematiky . . . Jeho
práce byly znovuob jeveny a¾po více ne¾deseti letech. V záøí1843 Joseph Liouville v Ak ademii oznámil, ¾ev Galoisových pracech
na¹el odpovìï na otázku øe¹itelnosti polynomiálníc h rovnic pomocí radik álù. O dva roky pozdìji tyto práce vydal bez jakýchkoli
vlastníc h komentáøù.

Grupa je základní algebraická struktura. Pøíklademmù¾ebýt tøebamno¾inacelých èísels operací sèítání.
Nebo mno¾inanenulových racionálních èísels operací násobení. Mno¾inareálných èísels operací sèítání, . . . Ve
v¹ech tìc hto pøípadech jsou splnìny následující podmínky:

1. Operace je asociativní. Kdy¾ tøeba sèítáme (1 + 2) + 3, dostanemestejný výsledek, jako kdy¾sèítáme
1+ (2 + 3). Kdy¾násobíme(1 � 2) � 3, dostanemestejný výsledek, jako kdy¾násobíme1 � (2 � 3). Zøejmì to
platí i v ostatních pøípadech.

2. Existuje v¾dycky výjimeèný prvek, který má tu vlastnost, ¾ekdy¾vstoupí do operaces jakýmkoli èíslem,
výsledek je to èíslo.U sèítání má tuto vlastnost nula, v¾dycky a + 0 = a a také 0 + a = a. Pro násobení
je tímto èíslemjednièka, zasea � 1 = a a 1 � a = a. Takovémuto èíslu øíkáme neutrální prvek, nìkdy také
jednotkový (násobení) nebo nulový (sèítání).

3. Ke ka¾dému èíslu mù¾emenajít takové èíslo,¾evýsledekoperaceprovedenés tìmito dvìma èísly je roven
pøíslu¹nému neutrálnímu prvku. Tak tøebav pøípadì sèítání celých èísel je 3 + (� 3) = 0, 5 + (� 5) = 0,
� 3 + 3 = 0, obecnì a + (� a) = 0. V pøípadì násobení nenulových racionálních èísel máme 5 � 1

5 = 1,
(� 1

4 ) � (� 4) = 1, obecnì a � 1
a = 1. Takovému èíslu pak øíkáme opaèný (v pøípadì sèítání) nebo inversní

(v pøípadì násobení) prvek.

4. Asi takév¹ichni víte, ¾etyto operacejsou komutativní (napø.kdy¾sèítáme2+ 3, dostanemestejný výsledek
jako kdy¾seèteme3 + 2, nebo kdy¾násobíme2 � 3, dostanemestejný výsledek, jako kdy¾násobíme3 � 2).
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Ale to v pøípadì grup není pravidlem. Pokud má grupa navíc tuto vlastnost, øíkáme jí komutativní nebo
také Abelovagrupa.

Co je tìm to pøíkladùm spoleèné?V¾dyjsme mìli nìjak ou mno¾inu s nìjak ou binární operací. Radìji nebu-
demerozebírat, co to je mno¾ina,a spokojíme ses intuitivní pøedstavou nìjak éhosouboru prvkù. Slovo operace
se také bì¾nì pou¾ívá. Co si pod tím ale pøedstavit? Vezmìme tøebato sèítání celých èísel.K èemu pøi nìm
vlastnì dochází? To vezmemenìjak á dvì celá èísla a pøiøadímejim jejich souèet, tedy zasenìjak é celé èíslo.
Pøi násobení je to podobné, vezmemenìjak á dvì èísla a pøiøadímejim jejich souèin, zasenìjak é èíslo. Mohli
bychom se tedy na operaci obecnì dívat jako na nìjak é zobrazení,které ka¾dédvojici (radìji uspoøádané,ne
v¹echny operacejsou komutativní) prvkù pøiøadínìjaký prvek (nìkdy jiný, nìkdy stejný jeko jeden z nich).

A musí do operacev¾dycky vstupovat dva prvky? Co brání, aby byly tøi, ètyøi, . . . nebo jen jeden?Nebrání
tomu nic. Poèet prvkù, které do operace vstupují, se nazývá èetnost nebo také arita operace. Jsou potom
operace unární, tøeba taková, která èíslu pøiøadíjeho pøevrácenouhodnotu, binární, to jsou známé operace
sèítání,odèítání, násobení nebo dìlení, ternární , . . . , obecnì n-ární . Dùle¾itéje, ¾eto zobrazenímusí pøiøazovat
þvýsledekÿka¾déuspoøádanén-tici prvkù z mno¾iny. V tomto smyslu napøíkladdìlení reálných èíselneníoperací,
proto¾enelzedìlit nulou. Kdy¾ale vezmememno¾inu nenulových reálných èísel,dìlení operací je. De�n ujme si
nyní grupu.

1.2.1 De�nice Grupa je neprázdnámno¾inaG s jednou binární operací � , která splòuje následujícípodmínky

1. pro v¹echny prvky a; b;c z mno¾iny G platí a � (b � c) = (a � b) � c (asociativita operace� ).

2. V mno¾inìG existuje prvek j takový, ¾epro v¹echny prvky a z mno¾iny G je a � j = j � a = a (existence
neutrálního prvku).

3. ke ka¾dému prvku a z mno¾iny G existuje prvek a� 1 takový, ¾ea� a� 1 = a� 1 � a = j (existenceinversního
prvku).

Pokud navíc pro v¹echny prvky a; b z mno¾iny G platí, ¾ea � b = b� a (komutativita operace� ), nazvemetuto
grupu komutativní nebo Abelovou.

Je vidìt, ¾epodle této de�nice jsou grupami také mno¾inaracionálních èísel s operací sèítání, mno¾ina
nenulových reálných èísels operací násobení, mno¾inakomplexních èísels operací sèítání, mno¾inanenulových
komplexních èísels operací násobení, mno¾inav¹ech polynomù s operací sèítání, . . . Grupou ale není mno¾ina
pøirozených èísels operací sèítání, proto¾ezde nemámeopaènéprvky. Taky tøebamno¾inav¹ech racionálních
èísels operací násobení, proto¾ek nule neexistuje inversní prvek.

Na reálných èíslech ale známe dvì operace- sèítání a násobení. Spolu s operací sèítání tvoøítato mno¾ina
grupu, dokonce komutativní. Kdy¾ odebereme nulu a uva¾ujemeoperaci násobení, máme opìt komutativní
grupu. Navíc víme, ¾eobì tyto operacejsou spojeny distributivními zákony. Existuje nìjak é pojmenování ta-
kovéto struktury? Ano, øíkáme jí tìleso (v tomto pøípadì dokoncekomutativní tìleso). Uveïme si je¹tì de�nici
tìlesa, proto¾elineární prostory, co¾je hlavní téma tìc hto skript, se obecnì budují právì nad komutativními
tìlesy. My sebudemeomezovat pouzena lineární prostory nad reálnými èísly, ale èastobudemepou¾ívat vlast-
nosti reálných èísel,které plynou právì z toho, ¾ereálná èíslas operacemisèítání a násobení tvoøíkomutativní
tìleso.

1.2.2 De�nice Tìleso je alespoò dvouprvková mno¾inaT s dvìma binárními operacemi + a �, která splòuje
následující podmínky

1. pro v¹echny prvky a; b z mno¾iny T platí, ¾ea + b = b+ a (komutativita operace+).

2. pro v¹echny prvky a; b;c z mno¾iny T platí a + (b+ c) = (a + b) + c (asociativita operace+).

3. v mno¾inìT existuje prvek o takový, ¾epro v¹echny prvky a z mno¾iny T je a + o = o+ a = a (existence
nulovéhoprvku).

4. ke ka¾dému prvku a z mno¾iny T existuje prvek (� a) takový, ¾ea + (� a) = (� a) + a = o (existence
opaènéhoprvku).

5. pro v¹echny prvky a; b;c z mno¾iny T platí a � (b � c) = (a � b) � c (asociativita operace�).
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6. v mno¾inìT existuje prvek j takový, ¾epro v¹echny prvky a z mno¾iny T je a � j = j � a = a (existence
jednotkovéhoprvku).

7. ke ka¾dému prvku a z mno¾iny T n f og existuje prvek a� 1 takový, ¾ea � a� 1 = a� 1 � a = j (existence
inversníhoprvku).

8. pro v¹echny prvky a; b;c z mno¾iny T platí a � (b+ c) = (a � b) + (a � c).

9. pro v¹echny prvky a; b;c z mno¾iny T platí (a + b) � c = (a � c) + (b� c).

Pokud navíc pro v¹echny prvky a; b z mno¾iny T platí, ¾ea � b = b� a (komutativita operace�), nazvemetoto
tìleso komutativní. 1

Pøíklady tìles, se kterými jste se ji¾setkali, jsou (kromì reálných èísels obvyklým sèítáním a násobením)
je¹tì také komplexní nebo racionální èísla v¾dys obvyklými operacemi. Pokud znáte operaci modulo (zbytek
po dìlení èísla a èíslemb), mù¾epro vás být pøíklademtìlesa také mno¾inaZp = f 0; 1; 2; : : : ; p � 1g, kde p je
prvoèísloa kde sèítámea násobímeprávì modulo p. Ve v¹ech tìc hto pøíkladech byla tìlesa dokoncekomutativní.
Pøíklademnekomutativního tìlesa jsou ji¾zmiòované kvaterniony.

Zasenás mù¾enapadnout, proè by tyto operacemusely být jen dvì. A proè obì binární? Samozøejmìto
není nezbytné. Mù¾ememít mno¾iny s koneènì i nekoneènì operacemi rùzných arit, které zasesplòují nìjak é
podmínky. Pro vìt¹in u z nich u¾nemámespeciální název,obecnì je oznaèujemejako (univerzální) algebry. Dál
u¾tento námìt zkoumat nebudeme,proto¾eby ¹el daleko nad rámecskript. Chtìla jsemjen naznaèit, co zkoumá
dne¹ní algebra. Pøedmìtem jejího studia jsou algebraické struktury , tedy neprázdnémno¾iny, na kterých jsou
de�novány urèité algebraické operace.

Z algebry sevydìlilo dal¹í odvìtví matematiky a to lineární algebra. Lineární algebra zkoumá lineární (také
se øíká vektorové) prostory a v¹e, co s nimi souvisí, napø.lineární zobrazení,lineární formy, ale také soustavy
lineárních rovnic, matice, . . . Poèátky lineární algebry najdeme v 17. století, kdy René Descartesjako první
popsal geometrické problémy (jako tøeba prùseèík pøímek) formou lineárních rovnic. Více se rozvíjet zaèala
a¾v 19. století, jsou s ní spjata jména jako Gauss,Jordan, Grassmannnebo Hamilton, který zavedl oznaèení
vektor. Zpoèátku lineární algebrastudovala prostory dimensedvì a tøi. Pak seale roz¹íøilana prostory libovolné
koneènéi nekoneènédimense.S pojmem lineární prostor sesetkáte témìø ve v¹ech oblastech matematiky.

1.3 Jazyk matematiky

1.3.1 Pøíklad Plocha ètvercepøidanák jeho stranì je rovna 3
4 .

Øe¹ení: Vezmi 1. Rozdìl 1 na polovinu, dostane¹ 1
2 . Výsledekumocni na druhou a dostane¹ 1

4 . Pøièti 3
4 a dostane¹

1. To je odmocnina z 1. Odeèti 1
2 , kterou jsi dostal dìlením 1 dvìma. Získal jsi stranu ètverce.

Takto nìjak vypadalo øe¹enípøíkladù ve starovìku. ©lo o pøíklad, který bychom dneska popsali jako øe¹ení
kvadratické rovnice

x2 + x =
3
4

:

Kdy¾pou¾ijemednesdobøeznámou formulku, obdr¾ímedvì øe¹ení,jednak 1
2 , tedy øe¹ení,které získali i staro-

vìcí matematici, a pak také � 3
2 , co¾je øe¹ení,které ve starovìku neznali a také neuznávali, proto¾edélka strany

samozøejmìnemù¾ebýt záporná.

Z uvedenéhojsou snad vidìt nejménì dvì výhody, které matematická symbolika pøiná¹í.

1. Pøíklad lze zapsat struènì a jasnì.

2. Lze popsat obecnéøe¹ení,které je pou¾itelnépro vìt¹í mno¾stvípøípadù.

Na druhé stranì senic nesmípøehánìt. Pokud by sev zápisu pou¾ívaly jen symboly, text by byl nesrozumi-
telný. Napø.

S(f ; x0) , 8"9� (" > 0 ^ � > 0 ^ 8x(jx � x0 j < � ) jf (x) � f (x0)j < " ))

je vám jistì známá de�nice spojitosti funkce f v bodì x0 (to oznaèujemeS(f ; x0)). Nevím, jaký dojem ve vás
vznikl, kdy¾jste tento zápis vidìli poprvé, a to (pøedpokládám) vám pøedemvysvìtlili, co ten pojem znamená,

1V literatuøe se èasto nerozli¹uje mezi tìlesem a komutativním tìlesem.
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ale myslím, ¾easi nebyl úplnì pøíjemný. A pøedstava, ¾ematematický text se bude skládat jen z takovýchto
formulek øazených jedna za druhou, je asi dost hrùzná.

Nabízí se analogie s hudbou. Ta pou¾ívá také speciální symbolický jazyk - notový zápis. Kdyby notový
zápis neexistoval, bylo by velmi obtí¾néreprodukovat sly¹enou skladbu, snad jen nìjak ou jednoduchou píseò.
Naproti tomu, kdy¾èlovìk dostanedo ruky notový zápis, nemusí být schopný zapsanoumelodii þsly¹etÿ, snad
jen tu jednoduchou. Zále¾íjistì na zku¹enosti a hudebním sluchu. Ale je to namáhavé. Podobnì i v matematice
je pro nás symbolický text výhodný, jak bylo naznaèenov úvodu této podkapitoly, ale i pro èlovìk a s velkou
zku¹eností se symbolickými znaky je velmi namáhavé èíst jen samé formulky. Proto je v matematice dobré
vyu¾ívat symboliky, ale je tøeba ji také prokládat þnormálnímÿ nesymbolickým textem. Proto¾etato skripta
jsou urèenapro þmatematiky-zaèáteèníkyÿ,bude v nich jen málo neznámých matematických symbolù.

Výhodou symbolù je také jejich jednoznaènost.Pøíklademmù¾ebýt spojka nebo, kterou pou¾ívámeve dvo-
jím významu - vyluèovacím a nevyluèovacím. Kdy¾øeknemeþPøijdetam Petr nebo Pavelÿ, mù¾eto znamenat,
¾etam pøijdeprávì jedenz nich (vyluèovací) nebo také ¾epøijdeaspoò jedenz nich, mo¾nái oba (nevyluèovací).
V matematice bychom v prvním pøípadì pou¾ili symbol � a ve druhém _. Význam tìc hto dvou symbolù je
jednoznaènì dán a není tedy potøebanìjak slo¾itì popisovat, co se tím vlastnì myslí. Význam (sémantik a)
jednotlivých logických spojek je dán pravdivostními tabulkami pro jednotlivé spojky, s nimi¾jste se ji¾prav-
dìp odobnì setkali na støední¹kole. Pro zopakování uvedemepravdivostní tabulky základních logických spojek,
tedy negace(: ), konjunkce (^ ), disjunkce (_), implik ace() ) a ekvivalence(, ).

a : a
0 1
1 0

a b a ^ b a _ b a ) b a , b
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

V matematickém textu se také mù¾emesetkat s þkvanti�k átoryÿ. Jeden se nazývá v¹eobecný, zapisuje se
8 a znamená,¾etvrzení platí pro v¹echny hodnoty promìnné, která je za kvanti�k átorem uvedena.Druhý se
nazývá existenèní,zapisuje se9 a znamená,¾etvrzení platí alespoò pro jednu hodnotu promìnné, která je za
ním uvedena.Opatrní musímebýt pøinegování tvrzení s kvanti�k átory. Pokud toti¾není pravda, ¾epro v¹echna
x platí P(x), znamenáto, ¾easpoò pro jedno x neplatí P(x), a ne ¾eP(x) pro v¹echna x neplatí. Analogicky,
pokud neplatí, ¾eexistuje x, pro které P(x) platí, znamenáto, ¾eP(x) neplatí pro ¾ádnéx. Kdy¾to zapí¹eme
symbolicky, máme

:8 xP (x) odpovídá 9x: P(x):

:9 xP (x) odpovídá 8x: P(x):

Ale matematický text senevyznaèujejen speciálními symboly. Èasto sev nìm objevují slova de�nice, vìta,
dùkaz. Je mo¾né,¾ejste ses tìmito pojmy je¹tì nesetkali, proto si tro chu objasníme,co znamenají.

Mo¾násevám nìkdy stalo, ¾ejste ses rodièi domluvili, ¾esevrátíte veèer, ale pøi va¹em návratu pak do¹lo
k jakémusi nedorozumìní vyvolanému tím, ¾eva¹e pøedstava o tom, co je veèer, byla jiná, ne¾pøedstava va¹ich
rodièù. Podobnì kdy¾vám nìkdo v zimì øekne,¾eje venku docela teplo, mù¾etam být chladnìji, ne¾kdy¾
se v létì dozvíte, ¾ednes tam moc teplo není. Je vidìt, ¾ev bì¾némjazyce pou¾ívaná slova nemají obvykle
pøesnìvymezený význam. Obèasdíky tomu èlovìk narazí, ale vìt¹inou selidé nìjak domluví. V matematice je
situaceponìkud jiná. Proto¾esepohybujeme v abstraktním svìtì, je potøebapou¾ívanépojmy pøesnìde�novat
(vymezit, popsat). De�nice je tedy jakási úmluva, ¾enìèemu, co jsme tady na spoustì øádekpeèlivì a pøesnì
popsali, budemeøíkat nìk olika málo (obvykle jedním èi dvìma) slovy. Napøíkladveèer mù¾emede�novat jako
období od 18 do 22 hodin zemìpisné¹íøceodpovídajícího èasu.A teplo mù¾ebýt, kdy¾je více ne¾20 Celsiových
stupòù. V de�nici by zøejmì mìly vystupovat pouzepojmy ji¾døíve de�nované(pomineme-li spojovací slovíèka
z bì¾néhojazyka). To seale obvykle nevy¾aduje,spí¹e seuvedou na zaèátku pojmy, jejich¾znalost sepøedpo-
kládá. Pokud je nìkdo nezná, musí si je najít v jiné literatuøe. Kdybychom toti¾ chtìli v¹echno de�novat þod
základùÿ, pøíli¹ by narostl poèet stránek a ne¾by seètenáøprokousal k tomu novému, co mu chcemesdìlit, asi
by text odlo¾il.

V de�nici tedy zavádíme nìjaký nový pojem prostøednictvím pojmù známých (de�no vaných ji¾døíve nebo
tìc h, jejich¾znalostsepøedpokládá). Vevìtách pak popisujemevztahy mezipojmy. Matematická vìta je vìt¹inou
ve tvaru implik ace. Dá se tedy rozdìlit na dvì èásti - pøedpoklady a závìr. Pøedpoklady jsou uvozeny slovy
þnech»ÿ,þpokudÿ, þjestli¾eÿ,þbuïteÿ, þmìjmeÿ, . . . Závìr následujeza slovy þpotomÿ èi þpakÿ. Nìkdy ta první
èást (pøedpoklady) chybí. Takové tvrzení má prázdnou mno¾inu pøedpokladù, platí v¾dy.
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Ka¾dámatematická vìta musí být dokázána, to znamená,¾emusí být ovìøena její platnost. V dùkazu se
obvykle pou¾ívají nìkteré vlastnosti pojmu, které vypreparujeme z jeho de�nice, a také nìkteré pøedchozí (ji¾
dokázané)vìt y. Pou¾ívámepøi tom postupy, které matematika pova¾ujeza þsprávnéÿ. O tom, které to jsou, se
dozvídámez matematické logiky.

Kromì tìc hto tøí pojmù sev matematických textech objevují je¹tì rùzná tvrzení, pozorování, dùsledky, lem-
mata, . . . Jsouto v podstatì takévìt y, ale tìmito oznaèenímirozli¹ujeme jakousidùle¾itostnebo slo¾itost.Tøeba
tvrzení je obvykle nìjak á þmen¹íÿ vìta, její¾dùkaz je jednoduchý. Pozorování je nìco, èehosi lze þv¹imnoutÿ
bez nìjak ého velkého þstudováníÿ. Dùkaz je natolik jednoduchý, ¾ese èasto vùbec neuvádí. Dùsledek je vìta,
která pøímo(snadno) plyne z jiné vìt y. Lemma je pomocné tvrzení. Pou¾ívá sevìt¹inou tam, kde je dùkaz vìt y
obtí¾ný a dlouhý. Zformuluje se nìk olik pomocných tvrzení (lemmat), která sama o sobì nemusí být zrovna
moc zajímavá a jejich¾dùkazy vìt¹inou nejsou lehké. Kdy¾sejimi ale èlovìk prokou¹e, je dùkaz vìt y naprostá
hraèka (no, to je tro chu nadnesené,ale význam lemmat je opravdu v tom, aby z nich ta þkrásnáÿvìta vyplýv ala
jednodu¹e).

I na støední¹kole jste sesetkali sezákladními typy dùkazù. Jak u¾bylo øeèeno,je matematická vìta vìt¹inou
ve tvaru implik ace, tedy P ) Z , kde P jsou pøedpoklady a Z je závìr. Mù¾emepostupovat pøímo, tedy
pou¾ijemepostupnì pøedpoklady a pomocí þsprávnýchÿ úsudkù odvodíme závìr, nebo nepøímo,kdy vlastnì
dokazujemeekvivalentní implik aci, toti¾ : Z ) : P.

1.3.2 Pøíklady Ilustrujme si tento typ dùkazu na nìk olika pøíkladech.

1. Druhá mocnina sudéhoèísla je opìt sudéèíslo.

Pøesnìji bychom mìli napsat: Pro v¹echna celá èísla z platí: Je-li z sudéèíslo, pak také z2 je sudéèíslo.
V¹eobecný kvanti�k átor se ale v textu èasto vynechává. Také údaj, o jaká èísla se jedná, mù¾ev textu
chybìt, myslí se pak nejvìt¹í mo¾námno¾inatìc h èísel, pro která má daná vlastnost (sudost) smysl.
V na¹em pøípadì je to mno¾inacelých èísel.Tvrzení platí také pro libovolnou podmno¾inu, tedy i pro
mno¾inu pøirozených èísel.

Ne¾zaènemevìtu dokazovat, musímesi ujasnit, co znamená,¾eje nìjak é èíslosudé.Pravdìp odobnì víte,
¾esudáèíslajsou násobkydvou. Jak to ale matematicky zachytit? Vìt¹inou sepou¾ívá následujícíde�nice:

Celé èíslo z nazvemesudé, jestli¾eexistuje takovécelé èíslo a, ¾ez = 2 � a.

Pøistupmenyní k dokazování. Pøedpokladem vìt y je, ¾ez je sudé èíslo, vlastní tvrzení pak øíká, ¾etaké
z2 je sudéèíslo.Pøepí¹emesi (podle de�nice), co to znamená,¾ez je sudé.

Existuje takové celéèíslo a; ¾e z = 2 � a:

Spoèítáme z2 a potøebujemeukázat, ¾ei toto èíslo je sudé, tedy ¾eho mù¾emenapsat ve tvaru 2 � b, kde
b je nìjak é celéèíslo.

z2 = (2 � a)2 = 4 � a2 = 2 � (2a2)

Polo¾íme-lib = 2a2, pak opravdu mù¾emepsát z = 2 � b, kde b je celé èíslo, proto¾evzniklo z celého
èísla a operacemi (umocnìním a vynásobením dvìma), na které jsou celá èísla uzavøená.Tím je tvrzení
dokázáno.

2. Je-li z2 liché èíslo, je také z liché èíslo.

Uvìdomme si nejprve, co znamená,¾eje nìjak é èíslo liché. Pravdìp odobnì ka¾dýví, ¾etoto èíslo není
sudé.Uvedenávìta setedy dá pøeformulovat ve tvaru

Jestli¾ez2 není sudéèíslo, pak také z není sudéèíslo.

To je ale ekvivalentní s pøedchozím, námi ji¾dokázaným tvrzením, jak semù¾emepøesvìdèit z následující
pravdivostní tabulky, kde P oznaèujetvrzení z je sudéa Z tvrzení z2 je sudé.

P Z : P : Z P ) Z : Z ) : P
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1
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1.3. Jazyk matematiky 9

3. Druhá mocnina lichého èísla je opìt liché èíslo.

Opìt si nejprve musímeujasnit, co znamená,¾eje èíslo liché. Asi nám moc nepomù¾eto, co jsme pou¾ili
v pøedchozím dùkazu, toti¾ ¾enení sudé.Dokonceani kdy¾to pøepí¹emeve tvaru

Celé èíslo z nazvemeliché, jestli¾enexistuje takové celé èíslo a, ¾ez = 2 � a neboli celé èíslo z nazveme
liché, jestli¾epro v¹echna celá èísla a je z 6= 2 � a.

Potøebujemenìjak é þpozitivníÿ vyjádøení.Tøeba

Celé èíslo z nazvemeliché, jestli¾eexistuje takové celé èíslo a, ¾ez = 2 � a + 1:

A teï u¾budemepostupovat podobnì jako v prvním dùkazu. Spoèítáme druhou mocninu a pøepí¹emeji
ve tvaru 2 � b+ 1.

z2 = (2 � a + 1)2 = 4a2 + 4a + 1 = 2 � (2a2 + 2a) + 1 = 2 � b+ 1;

jestli¾epolo¾ímeb = 2a2 + 2a.

4. Je-li z2 sudéèíslo, je také z sudéèíslo.

Vyu¾ijeme-liopìt toho, ¾ecelá èísla jsou buï sudá nebo lichá, tedy ¾ebýt sudý znamenánebýt lichý, je
zøejmé,¾etoto tvrzení je ekvivalentní s pøedchozím, které ji¾bylo dokázáno.

Dal¹í zpùsobdùkazu, sekterým jste seji¾setkali, je dùkaz sporem. Ten vyu¾ívá pravidlo o vylouèenítøetího,
co¾je jedno z pravidel platných v matematické logice. Øíká vlastnì, ¾ev¾dycky musí platit tvrzení nebo jeho
negace,nemù¾enastat situace, kdy neplatí ani jedno z nich (jakási þtøetí mo¾nostÿ).Dùkaz pak provádíme
tak, ¾epøedpokládáme, ¾euvedenétvrzení neplatí (tedy platí jeho negace),a z tohoto þpøedpokladuÿ dále
nìco vyvozujeme.Na¹ím cílem je odvodit nìjaký nesmysl, nìco, co urèitì není pravda. Pokud senám to podaøí
(ov¹em ne díky nìjakým na¹im ¹patným úsudkùm - to by seto dokazovalo), oznaèímetento nesmysl jako spor (se
zdravým rozumem,s nìjak ou obecnì známoupravdou, s tím nesprávným pøedpokladem, . . . ). Jestli¾ejsme tedy
z pøedpokladu, ¾etvrzení neplatí, odvodili spor, znamenáto, ¾etento pøedpoklad byl nesprávný, nepravdivý,
a tedy (podle pravidla o vylouèení tøetího) musí být pravdivé to pùvodní tvrzení.

Dùkaz sporem se velmi èasto u¾ívá v pøípadì tvrzení ve tvaru þNeplatí, ¾e. . . ÿ a také pøi dùkazech jed-
noznaènosti, tj. þExistuje jediný . . . ÿ, kdy pøedpokládáme, ¾eexistuje více (tedy dva) objektù s uvedenou
vlastností, a dostanemeseke sporu. Na ukázku si uvedemejeden pøíklad dùkazu sporem.

1.3.3 Pøíklad
p

2 není racionální èíslo.

Dùkaz provádímesporem, proto pøedpokládáme,¾e
p

2 je racionální èíslo(negacedokazovanéhotvrzení). Zase
si nejprve musímeuvìdomit, co je to racionální èíslo.Jedna z de�nic (pro nás výhodná) øíká:

Èíslo a nazvemeracionálním, jestli¾eexistují nesoudìlná celá èísla p a q, q > 0 taková, ¾ea = p
q .

Kdyby tedy
p

2 bylo racionální èíslo,muselaby existovat nesoudìlná celá èíslap a q, q > 0 taková, ¾e
p

2 = p
q .

Tento výraz umocníme na druhou (tím serovnost neporu¹í) a máme

2 =
�

p
q

� 2

=
p2

q2 ; tedy p2 = 2 � q2:

To ale znamená,¾ep2 je sudé. Podle posledníhopøíkladu v minulé èásti víme, ¾emusí být sudé také èíslo p.
Mù¾emeho proto zapsat jako 2� a, kde a je nìjak é celéèíslo.Nyní do pøedchozíhovztahu dosadímeza p = 2� a.

p2 = (2 � a)2 = 4 � a2 = 2 � q2; tedy q2 = 2 � a2:

To ov¹em znamená,¾eq2 je sudéa tedy i q je sudé.A tím jsme u cíle. Proè?No pøecep i q jsou sudáèísla,jejich
spoleèným dìlitelem je èíslo2. A pøitom podle pøedpokladu mìla být nesoudìlná! Mo¾náje¹tì nìkdo váhá na
tím, co znamená,¾ejsou èíslanesoudìlná. To de�n ujeme tak, ¾ejejich jediný spoleèný dìlitel je èíslo1. A my
jsme na¹li jiného spoleènéhodìlitele. To je samozøejmìký¾ený spor. Tak¾epøedpoklad, ¾e

p
2 je racionální èíslo,

je ¹patný. Musí platit jeho negace,tj.
p

2 není racionální èíslo.
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10 Kapitola 1. Úvod - jazyk matematiky

þ Mo¾ná jste se s tím to dùkazem ji¾ setkali. Velice èasto se pou¾ívá jako pøíklad dùkazu sporem. Já jsem si ho vybrala proto, ¾eje
hezký (nepou¾ívají se ¾ádnéslo¾itépojmy a úpravy), taky jsme vyu¾ili toho, co jsme dokázali v pøedchozí èásti, a navíc se k nìm u
pojí zajímavá histork a. Tento dùkaz je tradiènì pøipisován Hippasovi z Metap ontu. Patøil mezi pythagorejce, ¾áky Pythagora, o
kterém jste u¾ jistì sly¹eli. Pythagorejci vidìli v èíslech obraz pravé podoby vesmíru, znali v¹ak pouze èísla pøirozená a jejic h
zlomky (jak by také vzdálenost mohla být tøeba záporná). Tím, ¾eHippasos objevil, ¾etakovou pøirozenou vìc, jakou je úhlopøíèka
jednotk ového ètverce, nelze vyjádøit v uznávaném tv aru, velmi otøásl základy jejic h �loso�e. Za trest byl ze spoleèenství vylouèen
a pythagorejci mu dokonce zøídili hrob, aby bylo jasné, ¾eje pro nì mrtvý . Traduje se, ¾eho dokonce vyv ezli na ¹iré moøea tam
ho hodili do vody, aby se utopil. Jak vidíte, nebylo v¾dy lehké být matematik em a objevovat nové vìci. Ob jev iracionalit y

p
2 se

pak pythagorejci sna¾ili dr¾et v ta jnosti.

Poslednímtypem dùkazu, o kterém sezmíníme, je dùkaz matematickou indukcí. Je to jedna z nejsilnìj¹íc h
zbraní matematiky, proto¾enám umo¾òuje dokázat tvrzení pro v¹echna pøirozenáèísla (kterých je nekoneènì
mnoho), pokud doká¾emeplatnost pouzedvou tvrzení. Mù¾emesi to znázornit na tzv. dominovém efektu.

Pøedstavte si, ¾emáte øadudominových kostek a chcete, aby spadly v¹echny, kdy¾strèíte do jedné z nich.
Co k tomu budete potøebovat? Jedním po¾adavkem bude, aby ty kostky stály tak blízko u sebe, aby ka¾dá
padající kostka porazila i tu následující, tedy aby pád n-té kostky vyvolal pád (n + 1)-ní kostky. No a potom
je¹tì potøebujemevybrat kostku, do které strèíme. Zøejmì to musí být první kostka, proto¾ekdybychom strèili
do druhé, tøetí, . . . , spadly by jen ty za nimi, ty pøednimi by zùstaly stát.

Øadadominových kostek je ve skuteènostijen koneèná(tak¾ebychom mohli tøebastrèit i do posledníkostky
a po¾adovat, aby ka¾dákostka shodila pøedchozí), ale tento princip mù¾emepou¾íti pro abstraktní situaci, kdy
øadaje nekoneèná.A stejný princip pou¾ívá i matematická indukce. Chceme-li dokázt, ¾enìjak é tvrzení T(n)
platí pro v¹echna pøirozenáèísla n, staèí ukázat, ¾eplatí T (1) (shozeníprvní kostky) a ¾ez platnosti pro n
plyne platnost pro n + 1, tedy ¾epro v¹echna n 2 N platí T (n) ) T (n + 1) (n-tá kostka shodí (n + 1)-ní kostku).
Uká¾emesi to opìt na pøíkladu.

1.3.4 Pøíklad Uka¾te,¾epro v¹echna n 2 N platí:

1
1 � 2

+
1

2 � 3
+

1
3 � 4

+ � � � +
1

n � (n + 1)
=

n
n + 1

Dùkaz provedemematematickou indukcí. Nejprve doká¾emeplatnost pro n = 1.

1
1 � 2

=
1
2

=
1

1 + 1

Teï potøebujemedokázat indukèní krok. Pøedpokládámetedy, ¾epro libovolnì zvolenépevné n platí

1
1 � 2

+
1

2 � 3
+

1
3 � 4

+ � � � +
1

n � (n + 1)
=

n
n + 1

;

a chcemedokázat, ¾epotom platí

1
1 � 2

+
1

2 � 3
+

1
3 � 4

+ � � � +
1

n � (n + 1)
+

1
(n + 1) � (n + 2)

=
n + 1
n + 2

:

Vezmemelevou stranu dokazovanéhovýrazu a budemeji upravovat, a¾získáme stranu pravou. První úpravou
je rozlo¾eníupravovanéhovýrazu na souèetsouètu prvních n èlenù a (n + 1)-ního èlenu, abychom mohli vyu¾ít
indukènípøedpoklad a souèetprvních n èlenù nahradit. Potom obazlomky pøevedemena spoleènéhojmenovatele
a upravíme.

1
1 � 2

+
1

2 � 3
+ � � � +

1
n � (n + 1)

+
1

(n + 1) � (n + 2)
=

�
1

1 � 2
+

1
2 � 3

+ � � � +
1

n � (n + 1)

�
+

1
(n + 1) � (n + 2)

=

=
n

n + 1
+

1
(n + 1) � (n + 2)

=
n � (n + 2)

(n + 1) � (n + 2)
+

1
(n + 1) � (n + 2)

=
n2 + 2n + 1

(n + 1) � (n + 2)
=

=
(n + 1)2

(n + 1) � (n + 2)
=

n + 1
n + 2

:

Tím je tvrzení dokázáno.
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1.3. Jazyk matematiky 11

Nìkdy sematematická indukcepou¾ívá v tro chu jiném tvaru. Mù¾emenapøíkladdokazovat, ¾enìjak é tvrzení
platí jen pro pøirozenáèísla,která jsou vìt¹í nebo rovna nìjak ému pøirozenému èíslu n0. Potom samoøejmìten
první krok nedokazujemepro jednièku, ale pro n0.

1.3.5 Pøíklad Uka¾te,¾epro v¹echna pøirozenán � 3 platí:

2n > 2n + 1:

Nejprve doká¾emeplatnost pro n = 3.
23 = 8 > 7 = 2 � 3 + 1

Nyní doká¾emeindukèní krok. Pøedpokládáme,¾epro libovolnì zvolenépevné n � 3 platí

2n > 2n + 1;

a chcemedokázat, ¾epotom platí také

2n +1 > 2(n + 1) + 1 = 2n + 3:

Opìt si levou stranu upravíme, abychom mohli pou¾ítindukèní pøedpoklad.

2n +1 = 2 � 2n > 2 � (2n + 1) = 4n + 2

Zbývá nám dokázat, ¾e4n + 2 > 2n + 3. Proto¾en � 3, je n > 2 a

4n + 2 = 2n + 2n + 2 > 2n + 2 � 2 + 2 = 2n + 6 > 2n + 3:

Tím je tvrzení dokázáno.

Nìkdy mù¾ebýt situace je¹tì slo¾itìj¹í. Kdy¾sezasevrátíme k dominovým kostkám, mù¾emesi ji znázornit
tak, ¾ejsou kostky rozlo¾eny po plo¹e tak, ¾eka¾dáz nich mù¾ebý shozenanìjak ou kostkou, která je pøední.
Nevíme ale, která to je. Mù¾ejich být zapotøebíi víc (jedna nestaèí).Jak potom zajistíme, aby kostka spadla?
Abychom mìli jistotu, je potøeba,aby spadly v¹echny, které jsou pøední. Indukce pak probíhá takto: Nejprve
zasetvrzení doká¾emepro nìjak ou nejmen¹í hodnotu (nìkdy radìji i pro nìk olik malých hodnot - pro jistotu).
A potom z toho, ¾etvrzení platí pro v¹echna pøirozenáèísla men¹í ne¾n, doká¾eme,¾eplatí i pro n. To je
indukèní krok. Pokud toto zvládneme, mù¾emesmìle prohlásit, ¾etvrzení platí pro v¹echna pøirozenáèísla
(pøípadnì od nìjak ého poèínaje). Aè se to mo¾nána první pohled nezdá, jsou oba tyto principy matematické
indukce (øíká sejim slabý a silný) ekvivalentní.

1.3.6 Pøíklad Uka¾te,¾eka¾dépøirozenéèíslon � 2 lze rozlo¾itna souèin prvoèísel(tj. èísel,která lze dìlit
jen jimi samými a jednièkou).

Toto tvrzení jistì platí pro þmaláÿ pøirozenáèísla.

2 = 2; 3 = 3; 4 = 2 � 2 = 22; 5 = 5; 6 = 2 � 3; : : :

Musíme je¹tì dokázat indukèní krok. Mìjme nìjak é pøirozenéèíslo n � 2. Mohou nastat dva pøípady. Buï je
toto èíslo prvoèíslo, pak není tøebarozkládat (n = n), nebo prvoèíslemnení a dá se napsat jako souèin dvou
èísel (napø. n = k � m), která jsou men¹í ne¾n. Ale ka¾démen¹í èíslo u¾umíme rozlo¾itna souèin prvoèísel
(indukèní pøedpoklad), proto i èíslon mù¾emerozlo¾ittak, ¾evynásobímety dva rozklady.

n = m � k = (m1 � m2 � � � ms) � (k1 � k2 � � � kt )

Je vidìt, ¾ejsme tady nemohli pou¾ítten pøedchozí þslabýÿ princip. Tedy mohli, jsou toti¾ ekvivalentní, ale
museli bychom tou ekvivalencí þprojítÿ, co¾by bylo zdlouhavé.
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Kapitola 2

Polynom y

S polynomy jste sepravdìp odobnì setkali u¾na støední¹kole. A budete je potkávat i nadále, a to nejen v ma-
tematice, ale i v jiných oborech. Èasto sepou¾ívají k výpoètu pøibli¾néhodnoty funkcev nìjak ém bodì (mo¾ná
jste se ji¾ setkali s Taylorovým polynomem), pou¾ívají se i k popisu chování nìkterýc h velièin (namìøenými
hodnotami seþprokládáÿ polynomiální køivka). V této kapitole shrnemezákladní poznatky o polynomech.

2.1 Co to je polynom?

Jak èeskýnázev (mnohoèlen) napovídá, je polynom výraz, který má þmnoho èlenùÿ. þMnohoÿ znamenáblí¾e
neurèený koneèný poèet (alespoò jeden), èleny jsou výrazy typu þèíslokrát mocnina promìnnéÿ. To èíslomù¾e
být reálné (reálné polynomy) nebo komplexní (komplexní polynomy),. . . a øíká semu koe�cient . Pokud nebude
øeèenonìco jiného, budemev rámci tìc hto skript pod pojmem polynom rozumìt v¾dyreálný polynom. Pouze
v èásti vìnované koøenùm polynomù budeme muset pøibrat polynomy komplexní, proto¾ese mù¾estát (jak
jistì víte ze støední¹koly), ¾epolynom s reálnými koe�cienty nemá ¾ádnéreálné koøeny (má pouzekomplexní
koøeny). Naproti tomu v¹echny koøeny komplexního polynomu jsou komplexní èísla (nemusímezavádìt nìjak á
nová). Budeme-li potøebovat zdùraznit, ¾ekoe�cienty polynomu jsou èísla komplexní, reálná, racionální, èi
celá,budememluvit o polynomu s komplexními, reálnými, racionálními, èi celoèíselnými koe�cienty. Promìnná
se mù¾ejmenovat rùznì (x; y; z; a; b;: : : ; �; � ; : : :), mluvíme pak o polynomu v promìnné x; y; z; : : : ; �; � ; : : :
Polynom je souètemsvých èlenù.

Nìkteré koe�cienty mohou být nulové, ty nás pøíli¹ nezajímají, v zápisu polynomu sezpravidla vynechávají.
Pí¹eme x5 + x3 � 2x + 1 místo x5 + 0x4 + x3 + 0x2 � 2x + 1 nebo místo 0x6 + x5 + 0x4 + x3 + 0x2 � 2x + 1.
Mù¾enás také zajímat, jaká je nejvy¹¹í mocnina promìnné, u ní¾je nenulový koe�cient. Tomuto èíslu øíkáme
stupeò polynomu. Pokud ¾ádnétakové èísloneexistuje, tedy pokud má polynom v¹echny koe�cienty rovny nule
(nulový polynom), polo¾ímestupeò roven � 1.

To, co jsme si tady popsali, teï zformulujeme do nìk olika de�nic.

2.1.1 De�nice Nech» a0; a1; : : : ; an � 1; an jsou reálná èísla.Algebraický výraz

an xn + an � 1xn � 1 + � � � + a1x + a0; co¾struènì zapisujeme
nX

i =0

ai x i ;

nazvemepolynom (v promìnné x), èísla a0; a1; : : : ; an nazýváme koe�cienty polynomu. Nulový polynom O(x)
je polynom, jeho¾v¹echny koe�cienty jsou rovny nule.

2.1.2 De�nice Nech» P(x) = an xn + an � 1xn � 1 + � � � + a2x2 + a1x + a0 je polynom. Stupeò polynomu P
(oznaèujemest P) je nejvìt¹í m 2 N takové, ¾eam 6= 0. Stupeò nulového polynomu polo¾ímeroven � 1.

Polynom nultého stupnì senazývá konstantní, prvního stupnì lineární, druhého stupnì kvadratický a tøetího
stupnì kubický.

2.1.3 Pøíklady

1. Polynom P1(x) = 3x2 + 5 má stupeò 2, je to kvadratický polynom.
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2. Polynom P2(x) = 0x4 + 0x3 + 3x2 + 5 má stupeò 2, je to kvadratický polynom.

3. Polynom P3(x) = 3 má stupeò 0, je to konstantní polynom.

4. Polynom P1(x) = 2x3 + 3x � 1 má stupeò 3, je to kubický polynom.

2.1.4 De�nice Øekneme,¾ese polynomy

P(x) =
nX

i =0

ai x i a Q(x) =
mX

i =0

bi x i

sobì rovnají, jestli¾emají stejný stupeò (st P = st Q = k) a navíc ai = bi pro v¹echna i = 0; 1; : : : ; k.

2.1.5 Pøíklady

1. Polynomy P(x) = 2x3 + x2 � 2 a Q(x) = 0x5 + 2x3 + x2 + 0x � 2 se sobì rovnají, proto¾emají stejný
stupeò (st P = st Q = 3) a koe�cienty u jednotlivých mocnin sesobì rovnají.

2. Polynomy P(x) = 3x3 � x2 + x a Q(x) = 0x3 + 3x2 � x + 1 sesobì nerovnají (nemají stejný stupeò).

2.1.6 Poznámk a Mìjme polynom an xn + an � 1xn � 1 + � � � + a1x + a0. Zøejmì platí následující rovnosti

an xn + � � � + a1x + a0 = 0xn +1 + an xn + � � � + a1x + a0 = 0xn +2 + 0xn +1 + an xn + � � � + a1x + a0 = � � �

To znamená,¾eka¾dýpolynom mù¾emeþnatáhnoutÿ na libovolnou délku tím, ¾epøidanékoe�cienty polo¾íme
rovny nule. Toho budeme vyu¾ívat v pøípadech, kdy bude potøeba, aby nìjak é dva polynomy byly þstejnì
dlouhéÿ.

2.1.7 Poznámk a V matematice se èasto mù¾etesetkat i s jiným chápáním termínu polynom, toti¾ jako po-
lynomiální funkce. To je taková (reálná nebo komplexní) funkce P(x) (reálné nebo komplexní) promìnné, ¾e
existují (reálná nebo komplexní) èíslaa0; a1; : : : ; an � 1; an taková, ¾epro v¹echna x 2 R nebo x 2 C je

P(x) = an xn + an � 1xn � 1 + � � � + a1x + a0:

Rovnost polynomù sepak chápe jako rovnost funkcí a uká¾ese,¾eplatí to, co jsme my mìli jako de�nici 2.1.4.
Podobnì operace se chápou jako operace s funkcemi a uká¾ese, ¾eplatí vztahy, které my budeme mít jako
de�nièní.

2.2 Op erace s polynom y

Polynomy mù¾emesèítat (èlen po èlenu, pøièem¾ten þkrat¹íÿ doplníme nulami, aby mìl stejnou þdélkuÿ jako
ten þdel¹íÿ), násobit (reálným) èíslem (opìt èlen po èlenu) a také násobit mezi sebou (ka¾dýèlen s ka¾dým
èlenema následnì seèístkoe�cienty u stejných mocnin). Polynomy mù¾emetaké dìlit, ov¹em pouzeèásteènìa
sezbytk em.

2.2.1 De�nice Souèetpolynomù: Nech» P(x) = an xn + � � � + a1x + a0 a Q(x) = bm xm + � � � + b1x + b0 jsou
polynomy a nech» m � n. Polo¾mebi = 0 pro i = m + 1; : : : ; n. Souètempolynomù P(x) a Q(x) nazveme
polynom (P + Q)(x) de�novaný

(P + Q)(x) = (an + bn )xn + � � � + (a1 + b1)x + (a0 + b0) =
nX

i =0

(ai + bi )x i :

2.2.2 Pøíklad P(x) = 2x3 � x2 + 5; Q(x) = 3x2 � 2x + 1

(P + Q)(x) = (2x3 � x2 + 5) + (3x2 � 2x + 1) = (2x3 � x2 + 0x + 5) + (0x3 + 3x2 � 2x + 1) =

= (2 + 0)x3 + (� 1 + 3)x2 + (0 � 2)x + (5 + 1) = 2x3 + 2x2 � 2x + 6
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14 Kapitola 2. Polynomy

2.2.3 Pozoro vání Vlastnosti sèítání polynomù

1. Sèítání polynomù je komutativní, tedy pro ka¾dédva polynomy P; Q platí, ¾eP + Q = Q + P.

2. Sèítánípolynomù je asociativní, tedy pro ka¾détøi polynomy P; Q; R platí, ¾e(P + Q) + R = P + (Q + R).

3. Nulový polynom je neutrální vzhledemkesèítání,tedy pro jakýkoli polynom P platí, ¾eP+ O = P = O+ P.

4. Ke ka¾dému polynomu P existuje opaèný polynom � P takový, ¾eplatí P + (� P) = O = (� P) + P.

Dùkaz. Nech»

P(x) =
nX

i =0

ai x i ; Q(x) =
nX

i =0

bi x i ; R(x) =
nX

i =0

ci x i ;

pokud byly nìkteré polynomy þkrat¹íÿ, doplnili jsme je nulovými koe�cienty.

1. Sèítání reálných èíselje komutativní (pou¾ijemeu druhé rovnosti), proto

(P + Q)(x) =
nX

i =0

(ai + bi )x i =
nX

i =0

(bi + ai )x i = (Q + P)(x)

2. Sèítání reálných èíselje asociativní (pou¾ijemeu druhé rovnosti), proto

((P + Q) + R)(x) =
nX

i =0

((ai + bi ) + ci )x i =
nX

i =0

(ai + (bi + ci ))x i = (P + (Q + R))( x)

3. Díky komutativitì staèídokázat jen jednu rovnost, tøebaP + O = P. Nula je neutrální vzhledemke sèítání
reálných èísel,proto

(P + O)(x) =
nX

i =0

(ai + 0)x i =
nX

i =0

ai x i = P(x):

4. Polo¾me

(� P)(x) =
nX

i =0

(� ai )x i ; kde � ai je opaènéèíslok èíslu ai :

Opìt staèí dokázat jen jednu rovnost, tøebaP + (� P) = O. Zøejmì

(P + (� P))( x) =
nX

i =0

(ai + (� ai ))x i =
nX

i =0

(ai � ai )x i =
nX

i =0

0 � x i = O(x)

-,

2.2.4 Poznámk a Tyto ètyøi vlastnosti jsou vlastnì axiomy komutativní grupy, které byly uvedeny v de�nici
1.2.1. Mno¾inapolynomù s obvyklým sèítáním proto tvoøíkomutativní grupu.

Díky poslednívlastnosti mù¾emetaké de�novat odèítání polynomù jako pøièítáníopaènéhopolynomu, tedy

(P � Q)(x) = (P + (� Q))( x):

2.2.5 Pøíklad P(x) = 2x3 � x2 + 5; Q(x) = 3x2 � 2x + 1

(P � Q)(x) = (2x3 � x2 + 5) � (3x2 � 2x + 1) = (2x3 � x2 + 0x + 5) + (� 0x3 � 3x2 � (� 2)x � 1) =

= (2 � 0)x3 + (� 1 � 3)x2 + (0 + 2)x + (5 � 1) = 2x3 � 4x2 + 2x + 4
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2.2. Operaces polynomy 15

2.2.6 De�nice Násobenípolynomu èíslem:Nech» P(x) = an xn + � � � + a1x + a0 je polynom, � (reálné) èíslo.
� -násobkempolynomu P(x) nazvemepolynom (� � P)(x) de�novaný

(� � P)(x) = � � an xn + � � � + � � a1x + � � a0 =
nX

i =0

(� � ai )x i

2.2.7 Pøíklad P(x) = 2x3 � x2 + 5

(3 � P)(x) = 3 � (2x3 � x2 + 5) = (3 � 2)x3 + (3 � (� 1))x2 + (3 � 5) = 6x3 � 3x2 + 15

2.2.8 Pozoro vání Pro jakékoli polynomy P; Q a jakákoli (reálná) èísla �; � platí

1. � � (� � P) = (�� ) � P .

2. (� + � ) � P = � � P + � � P.

3. � � (P + Q) = � � P + � � Q.

4. 1 � P = P.

5. 0 � P = O.

Dùkaz. Nech»

P(x) =
nX

i =0

ai x i ; Q(x) =
nX

i =0

bi x i ;

pokud byl jeden z nich þkrat¹íÿ, doplnili jsme jej nulovými koe�cienty.

1. Násobení reálných èíselje asociativní, proto

(� � (� � P))( x) =
nX

i =0

(� (� ai )) � x i =
nX

i =0

(( �� )ai ) � x i = (�� ) �
nX

i =0

ai x i = (�� ) � P(x)

2. Násobení reálných èíselje distributivní vzhledemke sèítání, proto

(( � + � ) �P)(x) =
nX

i =0

(( � + � ) �ai ) �x i =
nX

i =0

(� �ai + � �ai ) �x i =
nX

i =0

(� �ai ) �x i +
nX

i =0

(� �ai ) �x i = (� �P + � �P)(x):

3. Opìt vyu¾ijemedistributivit y násobení reálnýchch èíselvzhledemke sèítání

(� �(P + Q))( x) =
nX

i =0

(� �(ai + bi )) �x i =
nX

i =0

(� �ai + � �bi ) �x i =
nX

i =0

(� �ai ) �x i +
nX

i =0

(� �bi ) �x i = (� �P + � �Q)(x):

4. Èíslo 1 je neutrální vzhledemk násobení, proto

(1 � P)(x) =
nX

i =0

(1 � ai ) � x i =
nX

i =0

ai � x i = P(x):

5. Souèinjakéhokoli reálnéhoèíslas nulou je roven nule, proto

(0 � P)(x) =
nX

i =0

(0 � ai ) � x i =
nX

i =0

0 � x i = O(x):

-,
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16 Kapitola 2. Polynomy

2.2.9 De�nice Souèin polynomù: Nech» P(x) = an xn + � � � + a1x + a0a Q(x) = bm xm + � � � + b1x + b0 jsou
polynomy. Polo¾meai = 0 pro i = n + 1; : : : ; n + m a bi = 0 pro i = m + 1; : : : ; m + n. Souèinempolynomù
P(x) a Q(x) nazvemepolynom (P � Q)(x) de�novaný

(P � Q)(x) = cm + n xm + n + � � � + c1x + c0 =
nX

i =0

ci � x i ;

kde pro k = 0; 1; 2; : : : ; m + n je

ck = a0bk + a1bk � 1 + � � � + ak � 1b1 + ak b0 =
kX

i =0

ai bk � i :

2.2.10 Pøíklad P(x) = 2x2 + 5; Q(x) = x � 2

(P � Q)(x) = (2x2 + 5) � (x � 2) = (2x3 + 5x) + (� 4x2 � 10) = 2x3 � 4x2 + 5x � 10

To odpovídá i vzorci pro koe�cienty ck , které jsou uvedeny v de�nici, nebo»
P(x) = 0x3 + 2x2 + 0x + 5; Q(x) = 0x3 + 0x2 + x � 2 a tedy

c0 = 5 � (� 2) = � 10
c1 = 5 � 1 + 0 � (� 2) = 5
c2 = 5 � 0 + 0 � 1 + 2 � (� 2) = � 4
c3 = 5 � 0 + 0 � 0 + 2 � 1 + 0 � (� 2) = 2

2.2.11 Pozoro vání Vlastnosti násobení polynomù

1. Násobení polynomù je komutativní, tedy pro ka¾dédva polynomy P; Q platí, ¾eP � Q = Q � P.

2. Násobení polynomù je asociativní, tedy pro ka¾détøi polynomy P; Q; R platí, ¾e(P � Q) � R = P � (Q � R).

3. Polynom E(x) = 1 (konstantní jednièka) je neutrální vzhledemk násobení, tedy pro jakýkoli polynom P
platí, ¾eP � E = P = E � P.

4. Násobení polynomù je distributivní vzhledem ke sèítání, to znamená,¾epro ka¾détøi polynomy P; Q; R
platí, ¾e

(a) P � (Q + R) = P � Q + P � R

(b) (P + Q) � R = P � R + Q � R

Dùkaz. Opìt budemevyu¾ívat známých vlastností operací s reálnými èísly.

1. Mìjme polynomy

P(x) =
nX

i =0

ai x i a Q(x) =
mX

i =0

bi x i ;

oznaème
S = P � Q a T = Q � P;

potom platí

sk = a0bk + a1bk � 1 + � � � + ak � 1b1 + ak b0 = b0ak + b1ak � 1 + � � � + bk � 1a1 + bk a0 = tk

pro v¹echna k = 0; 1; 2; : : : ; m + n.

2. Mìjme polynomy

P(x) =
nX

i =0

ai x i ; Q(x) =
mX

i =0

bi x i a R(x) =
pX

i =0

ci x i ;

oznaème

U = P � Q; V = Q � R; S = (P � Q) � R = U � R a T = P � (Q � R) = P � V;
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2.2. Operaces polynomy 17

potom platí
uj = a0bj + a1bj � 1 + � � � + aj � 1b1 + aj b0;

vj = b0cj + b1cj � 1 + � � � + bj � 1c1 + bj c0

a tedy

sk = u0ck + u1ck � 1 + � � � + uk c0 = a0b0ck + (a0b1 + a1b0)ck � 1 + � � � + (a0bk + a1bk � 1 + � � � + ak b0)c0 =

= a0(b0ck + b1ck � 1 + � � � + bk c0) + a1(b0ck � 1 + � � � + bk � 1c1) + � � � + ak b0c0 = a0vk + a1vk � 1 + � � � + ak v0 = tk

pro v¹echna k = 0; 1; 2; : : : ; m + n + p.

3. Dùkaz je zøejmý, nebo»èíslo1 je neutrální vùèi násobení reálných èísel.

4. Díky komutativitì násobení polynomù staèí dokázat jen jednu rovnost. Mìjme polynomy

P(x) =
nX

i =0

ai x i ; Q(x) =
mX

i =0

bi x i a R(x) =
mX

i =0

ci x i ;

které jsme opìt doplnili na potøebnoudélku, a oznaème

S = P � (Q + R) a T = (P � Q) + (P � R);

potom platí

sk = a0(bk + ck ) + a1(bk � 1 + ck � 1) + � � � + ak � 1(b1 + c1) + ak (b0 + c0) =

= a0bk + a0ck + a1bk � 1 + a1ck � 1 + � � � + ak � 1b1 + ak � 1c1 + ak b0 + ak c0 =

= (a0bk + a1bk � 1 + � � � + ak � 1b1 + ak b0) + (a0ck + a1ck � 1 + � � � + ak � 1c1 + ak c0) = tk ;

pro v¹echna k = 0; 1; 2; : : : ; m + n.

-,

2.2.12 Poznámk a S operací násobení polynomy netvoøígrupu, proto¾enení splnìna podmínka existencein-
versních prvkù. Takovouto algebraickou strukturu nazýváme pologrupa. Mno¾inapolynomù s obvyklým náso-
bením tedy tvoøíkomutativní pologrupu.

Na mno¾inì polynomù jsme de�novali dvì binární operace,sèítání a násobení. Jsou spolu spojeny distri-
butivními zákony. Ale mno¾inapolynomù s tìmito dvìma operaceminetvoøítìleso, proto¾eopìt není splnìna
podmínka existenceinversních prvkù. Takovéto algebraické struktuøe øíkáme okruh. Mno¾inapolynomù s ob-
vyklým sèítáním a násobením tedy tvoøíkomutativní okruh.

2.2.13 Pozoro vání Pro polynomy P; Q platí:

1. st(P + Q) � maxf st P; st Qg:

2. st(� � P) = st P pro � 6= 0; st(0 � P) = � 1:

3. st(P � Q) = st P + st Q; pokud jsou oba polynomy nenulové, v opaènémpøípadì je stupeò roven � 1.

Dùkaz. Tvrzení je (snad) zøejmé. -,

2.2.14 V ìta Dìlení polynomù sezbytkem: Ke ka¾dýmdvìma polynomùm P a Q, kde polynom Q je nenulový,
existují polynomy Y a Z takové, ¾e

P = Y � Q + Z a st Z < st Q:

Tyto polynomy jsou urèeny jednoznaènì.
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18 Kapitola 2. Polynomy

Dùkaz. Doká¾emenejprve jednoznaènostpolynomù Y (èásteèný podíl) a Z (zbytek). Dùkaz provádímesporem,
to znamená,¾ebudemepøedpkládat,¾eexistují dvì rùzné dvojice polynomù s po¾adovanými vlastnostmi.
Tedy pøedpokládáme,¾eexistují polynomy Y1; Y2; Z1; Z2 takové, ¾e Y1 6= Y2 nebo Z1 6= Z2 a

st Z1 < st Q; st Z2 < st Q a P = Y1 � Q + Z1; P = Y2 � Q + Z2

Platí
P = Y1 � Q + Z1 = Y2 � Q + Z2;

po úpravì dostaneme
(Y1 � Y2) � Q = Z2 � Z1

Podle pozorování 2.2.13je

st((Y1 � Y2) � Q) = st(Y1 � Y2) + st Q � st Q; pokud Y1 6= Y2;

naproti tomu
st(Z2 � Z1) < st Q:

Z rovnosti polynomù ale podle de�nice 2.1.4 musí platit

st((Y1 � Y2) � Q) = st(Z2 � Z1);

To je ov¹em spor.
Musí tedy platit, ¾eY1 = Y2: Potom

Z2 � Z1 = (Y1 � Y2) � Q = 0 � Q = 0; co¾znamená,¾e Z1 = Z2

A tím se dostáváme znovu ke sporu, tentokrát s pøedpokladem, ¾eY1 6= Y2 nebo Z1 6= Z2: Platí tedy, ¾e
èásteèný podíl i zbytek jsou urèeny jednoznaènì.

Existenci doká¾emeindukcí podle stupnì polynomu P(x). Nech» n = st P a m = st Q,

P(x) =
nX

i =1

ai x i a Q(x) =
mX

i =1

bi x i :

1. Pokud je polynom P(x) nulový, je zøejmì Y (x) = 0 a Z (x) = 0. Pokud je polynom P(x) konstantní,
potom v pøípadì, ¾eQ(x je také konstantní, je Y (x) = a0

b0
a Z (x) = 0, v pøípadì, ¾est Q � 1, je Y (x) = 0

a Z (x) = a0.

2. Nyní doká¾emeindukèní krok. Pøedpokládáme,¾etvrzení platí pro v¹echna k < n a doká¾eme,¾etvrzení
pak platí i pro n. Rozli¹íme dva pøípady

(a) Pokud je n < m, je zøejmì Y = O a Z = P.

(b) Pokud je n � m, polo¾íme

R(x) =
an

bm
� xn � m a S(x) = (P � R � Q)(x):

Zøejmì P = S+ R�Q. Proto¾est S < n, mù¾emevyu¾ítindukèní pøedpoklad. Existují tedy polynomy
T a Z takové, ¾e

st Z < st Q a S = T � Q + Z:

Dosadíme-li do pøedchozího vztahu, je

P = S + R � Q = T � Q + Z + R � Q = (T + R) � Q + Z = Y � Q + Z;

polo¾íme-liY = T + R. Tím je tvrzení dokázáno.

-,
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2.2. Operaces polynomy 19

2.2.15 Existenci polynomù z pøedchozí vìt y mù¾emetaké dokázat pomocí algoritmu pro dìlení polynomù,
který si teï popí¹eme.Mìjme polynomy

P(x) =
nX

i =0

ai x i a Q(x) =
mX

i =0

bi x i a nech» st P = n; st Q = m � 0:

1. Polo¾ímeY = 0, Z = P, k = st Z � st Q a oznaèímea koe�cient u nejvy¹¹í mocniny polynomu Z .

2. Pokud k � 0, polo¾íme c = a=bm ; Y = Y + cxk ; Z = Z � cxk � Q; k = st Z � st Q a oznaèíme
opìt a koe�cient u nejvy¹¹í mocniny polynomu Z . Opakujeme, dokud je splnìna podmínka.

3. Pokud k < 0, výpoèet ukonèíme.

Pokud n < m, zastaví sealgoritmus hned po prvním kroku, proto¾ek < 0. Bude tedy Y = O a Z = P. Pokud
n � m, sní¾íse pøi ka¾démprùchodu stupeò polynomu Z a tedy i k. Tím máme zaruèeno,¾ese výpoèet po
koneènì mnoha krocích zastaví. Zároveò v ka¾démkroku platí, ¾eP = Y � Q + Z . V okam¾ikuukonèenívýpoètu
je k < 0, tedy st Z < st Q.

2.2.16 Pøíklad Vydìlte (se zbytk em) polynom P(x) polynomem Q(x), jestli¾e

P(x) = 2x5 + x4 + 3x2 + x � 2 a Q(x) = x2 + 2x + 1:

1. Nejprve polo¾íme Y (x) = 0; Z (x) = P(x) = 2x5 + x4 + 3x2 + x � 2; k = st Z � st Q = 3; a = 2.

2. Proto¾ek � 0, polo¾ímec = 2; Y (x) = 2x3; Z (x) = � 3x4 � 2x3 + 3x2 + x � 2; k = 2; a = � 3.

3. Proto¾ek � 0, polo¾ímec = � 3; Y (x) = 2x3 � 3x2; Z (x) = 4x3 + 6x2 + x � 2; k = 1; a = 4.

4. Proto¾ek � 0, polo¾ímec = 4; Y (x) = 2x3 � 3x2 + 4x; Z (x) = � 2x2 � 3x � 2; k = 0; a = � 2.

5. Proto¾ek � 0, polo¾ímec = � 2; Y (x) = 2x3 � 3x2 + 4x � 2; Z (x) = x; k = � 1; a = 1.

6. Proto¾ek < 0, výpoèet ukonèíme.

Platí tedy, ¾e
2x5 + x4 + 3x2 + x � 2 = (2x3 � 3x2 + 4x � 2) � (x2 + 2x + 1) + x

Postup dìlení obvykle zapisujemezpùsobem, který znáte z mlad¹ího ¹kolního vìku, kdy jste se zbytk em dìlili
pøirozenáèísla.Do prvního øádkunapí¹emeP(x) : Q(x) a za rovnítko napí¹emepodíl èlenù s nejvy¹¹ími moc-
ninami (tedy to, co jsme oznaèili cxk ). Pak potøebujemeod polynomu P(x odeèíst cxk � Q(x). Pod polynom
P(x) do druhého øádkuproto napí¹emecxk � Q(x) s opaènými znaménky. Podtrhneme a odeèteme.Opìt vydì-
líme èleny s nejvy¹¹ími mocninami, vynásobímea odeètemea stejnì postupujeme i dále. V¹e bude jistì jasné
z následujícíhozápisu.

(2x5 + x4 + 3x2 + x � 2) : (x2 + 2x + 1) = 2x3 � 3x2 + 4x � 2
� 2x5 � 4x4 � 2x3

� 3x4 � 2x3 + 3x2 + x � 2
3x4 + 6x3 + 3x2

4x3 + 6x2 + x � 2
� 4x3 � 8x2 � 4x

� 2x2 � 3x � 2
2x2 + 4x + 2

x

V dal¹ích pøíkladech u¾budeme jen zapisovat postup dìlení (nebudeme rozepisovat jednotlivé kroky podle
popsanéhoalgoritmu).
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2.2.17 Pøíklady Polynomy vydìlte sezbytk em.

1.
(x5 + 2x4 + x3 + 7x2 + 4x � 3) : (x2 + 2x � 1) = x3 + 2x + 3

� x5 � 2x4 + x3

2x3 + 7x2 + 4x � 3
� 2x3 � 4x2 + 2x

3x2 + 6x � 3
� 3x2 � 6x + 3

0

Zbytek je nulový, øíkáme, ¾epolynom x5 + 2x4 + x3 + 7x2 + 4x � 3 je polynomem x2 + 2x � 1 dìliteln ý
bezezbytku. Platí

x5 + 2x4 + x3 + 7x2 + 4x � 3 = (x3 + 2x + 3) � (x2 + 2x � 1)

2.
(3x5 + 4x4 � 2x3 � 2x2 + 3) : (x3 � 2x + 1) = 3x2 + 4x + 4

� 3x5 + 6x3 � 3x2

4x4 + 4x3 � 5x2 + 3
� 4x4 + 8x2 � 4x

4x3 + 3x2 � 4x + 3
� 4x3 + 8x � 4

3x2 + 4x � 1

Platí tedy, ¾e

3x5 + 4x4 � 2x3 � 2x2 + 3 = (3x2 + 4x + 4) � (x3 � 2x + 1) + 3x2 + 4x � 1

3.
(3x5 + 4x4 � 2x3 � 2x2 + 3) : (3x2 + 4x + 4) = x3 � 2x + 2

� 3x5 � 4x4 � 4x3

� 6x3 � 2x2 + 3
6x3 + 8x2 + 8x

6x2 + 8x + 3
� 6x3 � 8x � 8

� 5

Platí tedy, ¾e
3x5 + 4x4 � 2x3 � 2x2 + 3 = (x3 � 2x + 1) � (3x2 + 4x + 4) � 5

Z druhého a tøetího pøíkladu je patrné, ¾ezále¾ína tom, kterým polynomem dìlíme. Zbytek má mít toti¾ ni¾¹í
stupeò ne¾dìlenec (nikoli ne¾podíl), proto kdy¾dìlíme þopaènìÿ mù¾emedìlit déle.

2.3 Hornero vo schema

Hornerovo schema umo¾òuje spoèítat hodnotu polynomu pro nìjak é (reálné) èíslos minimálním poètem náso-
bení. Zbyteènénásobení toti¾ vedek èasovým ztrátám a zatì¾ujetaké výsledekvìt¹í chybou. Nejprve zapí¹eme
polynom tro chu jiným zpùsobem. Platí toti¾

P(x) = an xn + an � 1xn � 1 + � � � + a2x2 + a1x + a0 = (an xn � 1 + an � 1xn � 2 + � � � + a2x + a1) � x + a0 =
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= ((an xn � 2 + an � 1xn � 3 + � � � + a2) � x + a1) � x + a0 = � � � = (( � � � (an x + an � 1)x + � � � + a2)x + a1)x + a0

Máme spoèítat hodnotu polynomu P(x) v bodì x0. Podle pøedchozího zápisu je

P(x0) = (( � � � (an x0 + an � 1)x0 + � � � a2)x0 + a1)x0 + a0:

Polo¾me

bn = an

bn � 1 = bn x0 + an � 1 = an x0 + an � 1

bn � 2 = bn � 1x0 + an � 2 = (an x0 + an � 1)x0 + an � 2
...

...
...

b1 = b2x0 + a1 = (� � � ((an x0 + an � 1)x0 + an � 2)x0 + � � � + a2)x0 + a1

b0 = b1x0 + a0 = (( � � � ((an x0 + an � 1)x0 + an � 2)x0 + � � � + a2)x0 + a1)x0 + a0

Zøejmì
P(x0) = b0:

Také platí, ¾e
P(x) = (x � x0)(bn xn � 1 + bn � 1xn � 2 + � � � + b2x + b1) + b0;

co¾mù¾emeovìøit roznásobením.

Hornero vo schema je tabulka, která má tøi øádky. V prvním øádku jsou zapsány koe�cienty polynomu
P(x) (vèetnì nulových). Do tøetího øádkubudeme postupnì zapisovat koe�cienty bi , nejprve bn = an , potom
v¾dycky tak, ¾enejprve do druhého øádkuzapí¹emebi +1 � x0 a potom seètemeèíslav prvním a druhém øádku.
Koe�cient bi je roven tomuto souètu. Schema tedy vypadá takto

an an � 1 an � 2 : : : a2 a1 a0

x0 bn x0 bn � 1x0 : : : b3x0 b2x0 b1x0

bn bn � 1 bn � 2 : : : b2 b1 b0

2.3.1 Pøíklad U¾itím Hornerova schematu spoètìte hodnotu polynomu P(x) = 3x4 � 2x2 � 5x + 1 pro èíslo
x0 = 2.

3 0 � 2 � 5 1
2 6 12 20 30

3 6 10 15 31

Tedy P(2) = 31 a také platí, ¾eP(x) = 3x4 � 2x2 � 5x + 1 = (x � 2) � (3x3 + 6x2 + 10x + 15) + 31:

2.3.2 Pøíklad U¾itím Hornerova schematu spoètìte hodnotu polynomu P(x) = 3x4 � 2x2 � 5x + 1 pro èíslo
x0 = � 2.

3 0 � 2 � 5 1
� 2 � 6 12 � 20 50

3 � 6 10 � 25 51

Tedy P(� 2) = 51 a také platí, ¾eP(x) = 3x4 � 2x2 � 5x + 1 = (x + 2) � (3x3 � 6x2 + 10x � 25) + 51:

2.4 Koøeny polynom u

V této èásti musíme pojem polynomu roz¹íøit na komplexní polynom. Budeme se nadále zajímat pøedev¹ím
o polynomy reálné, ale z dùvodù, které ji¾byly uvedeny na zaèátku kapitoly (reálný polynom mù¾emít pouze
komplexní koøeny), se na nì budeme dívat jako na polynomy komplexní. To lze, proto¾eka¾déreálné èíslo je
také èíslemkomplexním (s nulovou imaginární èástí).

2.4.1 De�nice Nech» P(x) je nenulový (komplexní) polynom. Øekneme, ¾ekomplexní èíslo � je koøenem
polynomu P, jestli¾eP(� ) = 0.

Anna Kalousová: Úvod do algebry 21 1. øíjna 2007



22 Kapitola 2. Polynomy

2.4.2 V ìta Komplexní èíslo � je koøenempolynomu P(x) právì tehdy, kdy¾je polynom P(x) beze zbytku
dìliteln ý polynomem (x � � ):

Dùkaz. Tvrzení je ve tvaru ekvivalence,musímeproto dokázat dvì implik ace.

1. Nejprve uká¾eme,¾epokud je � koøenemP(x), je polynom P(x) bezezbytku dìliteln ý polynomem(x � � ),
tj. existuje polynom Y (x) takový, ¾eP(x) = Y (x) � (x � � ).

Podle vìt y 2.2.14existují polynomy Y (x) a Z (x), takové, ¾e

st Z (x) < st(x � � ) a platí P(x) = Y (x) � (x � � ) + Z (x):

Polynom (x � � ) je stupnì 1, proto Z je konstantní polynom. Mù¾emepsát Z (x) = c pro nìjak é komplexní
èísloc. Platí tedy

P(x) = Y (x) � (x � � ) + c:

Proto¾e� je koøenempolynomu P(x), musí být P(� ) = 0. Dosadíme-li do pøedchozího vztahu, máme

0 = P(� ) = Y (� ) � (� � � ) + c = Y (� ) � 0 + c; tedy c = 0:

Zbytek je nulový, to znamená,¾epolynom P(x) je bezezbytku dìliteln ý polynomem (x � � ).

2. Doká¾eme,¾epokud je P(x) bezezbytku dìliteln ý polynomem (x � � ), je � koøenempolynomu P(x).

To, ¾eje P(x) bezezbytku dìliteln ý polynomem (x � � ), znamená,¾eexistuje polynom Y (x) takový, ¾e
P(x) = Y (x) � (x � � ). Spoèítejme hodnotu polynomu P(x) pro x = � .

P(� ) = Y (� ) � (� � � ) = Y (� ) � 0 = 0; to znamená,¾e� je koøenempolynomu P(x):

-,

Mù¾ese stát, ¾e� je také koøenempolynomu Y (x) z dùkazu pøedchozí vìt y. To znamená,¾ei polynom Y (x)
je bezezbytku dìliteln ý polynomem (x � � ) a polynom P(x) je bezezbytku dìliteln ý (x � � )2. Tento postup
mù¾emeopakovat. Tím se dostáváme k pojmu vícenásobnýkoøen. Dá se øíci, ¾enásobnostkoøene� je èíslo,
které udává, kolikrát jsme takto bezezbytku mohli dìlit.

2.4.3 De�nice Øekneme,¾e(komplexní) èíslo � je k-násobnýmkoøenempolynomu P(x), jestli¾ek je nejvìt¹í
pøirozenéèíslo takové, ¾eP(x) je bezezbytku dìliteln ý polynomem (x � � )k .

2.4.4 Poznámk a Tato de�nice vyhovuje i pøípadu,kdy danéèíslonení koøenempolynomu, je toti¾0-násobným
koøenem. Místo o jednonásobnémkoøenu mluvíme vìt¹inou o jednoduchémkoøenu.

2.4.5 Pozoro vání (Komplexní) èíslo � je k-násobným koøenem polynomu P(x) právì tehdy, kdy¾existuje
polynom Q(x) takový, ¾eP(x) = Q(x) � (x � � )k a Q(� ) 6= 0.

Dùkaz. Je to jen pøeformulování de�nice, kde slovo nejvìt¹í je nahra¾enoopisem, ¾evíckrát u¾dìlit nelze,
nebo»� není koøenempodílu. -,

2.4.6 V ìta Základní vìta algebry: Ka¾dý(komplexní) polynom alespoò prvního stupnì má alespoò jeden
(komplexní) koøen.

Tuto vìtu uvádíme bez dùkazu.1 Pøípadný zájemceho naleznetøebav [?, str. 221{223].

2.4.7 Dùsledek Nenulový polynom n-tého stupnì má právì n koøenù, poèítáme-li ka¾dýkoøentolikrát, kolik
je jeho násobnost.

1O dùkaz tohoto tvrzení se pokou¹elo vícero matematikù. Koneèný dùkaz bývá pøipisován Gaussovi, ale nìkteøí tvrdí, ¾evìtu
dokázal ji¾ d'Alem bert. Dnes je mo¾nonajít nìk olik variant dùkazu, ale vìt¹inou jsou tøeba hlub¹í znalosti z matematic ké analýzy
(dùk az není algebraický).
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Dùkaz. Tvrzení mù¾emepøeformulovat tak, ¾estupeò polynomu je roven souètu násobnostív¹ech jeho koøenù.

1. Pro n = 0 tvrzení platí - takový polynom zøejmì nemá ¾ádný koøen.

2. Jestli¾eje n � 1, má polynom P(x) alespoò jeden koøen� 1, jeho násobnostoznaèmek1. Podle pozorování
2.4.5 musí existovat polynom Q1(x) takový, ¾e

P(x) = Q1(x) � (x � � 1)k1 a Q1(� 1) 6= 0:

Oznaèmen1 stupeò polynomu Q1. Zøejmì n1 = n � k1.

(a) Pokud n1 = 0, je n = k1 a P(x) má jeden n-násobný koøen.Tedy tvrzení platí.

(b) Pokud n1 � 1, má polynom Q1(x) alespoò jeden koøen� 2 násobnosti k2. Existuje tedy polynom
Q2(x) takový, ¾e

Q1(x) = Q2(x) � (x � � 2)k2 a Q2(� 2) 6= 0:

To znamená,¾e
P(x) = Q1(x) � (x � � 1)k1 = Q2(x) � (x � � 2)k2 � (x � � 1)k1 :

Oznaèmen2 stupeò Q2. Zøejmì n2 = n1 � k2 = n � (k1 + k2).

Pokraèujemestejným zpùsobem dále. Po koneènì mnoha krocích (tento poèet oznaèímes) dojde k tomu, ¾e
ns = 0, tedy 0 = n � (k1 + k2 + � � � + ks). To znamená,¾estupeò polynomu P(x) (tedy n) je roven souètu
násobnostíjednotlivých koøenù (k1 + k2 + � � � + ks). Tvrzení je tímto dokázáno. -,

2.4.8 Z dùkazu pøedchozí vìt y také plyne, ¾epolynom P(x) mù¾emezapsat ve tvaru

P(x) = Qs(x) � (x � � s)ks � � � (x � � 2)k2 � (x � � 1)k1 ;

kde � 1; : : : ; � s jsou koøeny tohoto polynomu a k1; : : : ; ks jejich násobnosti. Stupeò polynomu Qs(x) je nula,
jedná seo konstantní polynom. Zøejmì Qs(x) = an . Platí tedy

P(x) = an � (x � � s)ks � � � (x � � 2)k2 � (x � � 1)k1

Tomuto zápisu seøíká rozkladpolynomu na souèin koøenovýchèinitelù (resp. koøenovýchpolynomù).

2.4.9 Pøíklady Pro ilustraci uvedeme dva modelové pøíklady na rozklad polynomù na souèin koøenových
èinitelù. Vyu¾ijemev nich znalostí ze støední¹koly - øe¹eníkvadratických rovnic.

1. P(x) = x4 � 5x2 + 4

Hledáme-li koøeny polynomu P(x), øe¹ímevlastnì polynomiální rovnici P(x) = 0. V na¹em pøípadì mù-
¾emeprovést substituci y = x2, èím¾získáme kvadratickou rovnici. Tu ji¾umíme vyøe¹it.

y2 � 5y + 4 = 0
y1 = 4
y2 = 1

Zbývá je¹tì vyøe¹it rovnici x2 = y pro obì hodnoty y. Ale to u¾je snadné.

x2 = 4; tedy x1 = 2; x2 = � 2

x2 = 1; tedy x3 = 1; x4 = � 1

Rozklad na souèinkoøenových èinitelù je

P(x) = x4 � 5x2 + 4 = (x � 2)(x + 2)(x � 1)(x + 1):
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2. P(x) = x4 � 3x2 � 4

Opìt provédemesubstituci y = x2, získáme kvadratickou rovnici a vyøe¹ímeji.

y2 � 3y � 4 = 0
y1 = 4
y2 = � 1

Vyøe¹ímeje¹tì rovnici x2 = y pro obì hodnoty y.

x2 = 4; tedy x1 = 2; x2 = � 2

x2 = � 1; tedy x3 = i; x4 = � i

Rozklad na souèinkoøenových èinitelù je

P(x) = x4 � 5x2 + 4 = (x � 2)(x + 2)(x � i )(x + i ):

2.4.10 Dùsledek Nech»P a Q jsou polynomy stupnì nejvý¹e n-tého, � 1; : : : ; � n +1 navzájem rùzná komplexní
èísla taková, ¾eP(� i ) = Q(� i ) pro v¹echna i = 1; : : : ; n + 1. Potom P = Q.

Dùkaz. Uva¾ujmepolynom R = P � Q. Tento polynom má stupeò nejvý¹e n. Pøitom R(� i ) = 0 pro v¹echna
i = 1; : : : ; n + 1, tedy má n + 1 navzájem rùzných koøenù. To ale podle pøedchozího dùsledku není mo¾népro
¾ádný nenulový polynom. Tedy R = O a P = Q. -,

Dále sebudemezabývat pouzereálnými polynomy (pøesnìji polynomy s reálnými koe�cienty). Jak u¾bylo uve-
deno, takový polynom nemusí mít ¾ádnéreálnékoøeny. A jak vypadají jeho komplexní koøeny? U kvadratického
polynomu jsou takové koøeny komplexnì sdru¾enáèísla. O tom, co platí pro polynomy vy¹¹ích stupòù, mluví
následující vìta.

2.4.11 V ìta Nech» P(x) je polynom s reálnými koe�cienty a komplexní èíslo a + bi; b 6= 0 je jeho k-násobný
koøen.Pak také komplexnì sdru¾enéèísloa � bi; je k-násobným koøenempolynomu P(x).

Dùkaz. Proto¾eplatí P(� ) = P(� ), je

P(a � bi) = P(a + bi) = P(a + bi) = 0 = 0:

Tedy pokud je a + bi koøenempolynomu P(x), je také a � bi koøenemtohoto polynomu. Podle vìt y 2.4.2 musí
být P(x) bezezbytku dìliteln ý polynomem (x � (a+ bi)) a také polynomem (x � (a� bi)), tedy i jejich souèinem.
To znamená,¾eexistuje polynom Q(x) takový, ¾e

P(x) = Q(x) � (x � (a + bi))( x � (a � bi)) = Q(x) � (x2 � 2ax + a2 + b2):

Proto¾epolynomy P(x) i (x2 � 2ax + a2 + b2) mají reálné koe�cienty, má reálné koe�cienty také polynom
Q(x). Pokud je a+ bi vícenásobným koøenempolynomu P(x), je také koøenempolynomu Q(x). Potom a � bi je
koøenemQ(x) a tedy alespoò dvojnásobným koøenemP(x). Analogicky postupujemedále. Pokud tedy je a+ bi
k-násobným koøenemP(x), je také a � bi; k-násobným koøenemtohoto polynomu. -,

2.4.12 Dùsledek Reálný polynom lichého stupnì má v¾dyaspoò jeden reálný koøen.

Dùkaz. Souèetnásobnostíkomplexních koøenù je v¾dysudéèíslo.Je-li polynom lichéhostupnì, musí mít aspoò
jeden reálný koøen. -,

Vìta 2.4.11nám umo¾òuje rozlo¾itreálný polynom na souèintzv. ireducibilních reálných polynomù. Ireducibilní
znamenánerozlo¾itelný. Co to znamenáv pøípadì polynomù, popisuje následující de�nice.
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2.4.13 De�nice Ir educibilní polynom s koe�cienty v tìlese T je takový polynom, který se nedá zapsat jako
souèindvou polynomù alespoò prvního stupnì s koe�cienty v tìlese T. Ir educibilní reálný polynomje tedy takový
(reálný) polynom, který senedá zapsat jako souèindvou reálných polynomù alespoò prvního stupnì.

2.4.14 Tvrzení Ireducibilní reálnépolynomy jsou pouzepolynomy prvního stupnì a takovépolynomy druhého
stupnì, které mají jen komplexní koøeny.

Dùkaz. Tyto dva typy polynomù jsou zjevnì ireducibilní. Zbývá ukázat, ¾e¾ádný jiný polynom ireducibilní
není.

Pokud má nìjaký polynom alespoò druhého stupnì nìjaký reálný koøen� , dá se podle vìt y 2.4.2 napsat
jako Q(x) � (x � � ); kde Q(x) je aspoò prvního stupnì. Není tedy ireducibilní.

Zbývá ukázat, ¾enejsou ireducibilní ani polynomy vy¹¹ího ne¾druhého stupnì, které mají jen komplexní
koøeny. Pokud má takový polynom komplexní koøena + bi, má také koøena � bi a je beze zbytku dìliteln ý
polynomem (x2 � 2ax + a2 + b2). Dá sezapsat ve tvaru Q(x) � (x2 � 2ax + a2 + b2), kde Q(x) je reálný polynom
aspoò prvního stupnì, a není proto ireducibilní. -,

2.4.15 Ka¾dýpolynom s reálnými koe�cienty mù¾emerozlo¾itna souèin ireducibilních reálných polynomù, to
znamenázapsat ve tvaru

P(x) = an (x � � 1)k1 � � � (x � � r )k r � (x2 + p1x + q1) l 1 � � � (x2 + pt x + qt ) l t ;

kde � 1; : : : ; � r jsou reálné koøeny polynomu P(x) a (x2 + p1x + q1); : : : ; (x2 + pt x + qt ) jsou souèiny koøenových
polynomù odpovídajících v¾dydvìma komplexnì sdru¾eným koøenùm.

2.4.16 Pøíklady Uva¾ujmepolynomy z pøíkladu2.4.9.

1. Polynom P(x) má pouzereálnékoøeny, proto rozklad na souèinireducibilních reálných polynomù je stejný
jako rozklad na souèinkoøenových èinitelù.

P(x) = x4 � 5x2 + 4 = (x � 2)(x + 2)(x � 1)(x + 1):

2. Polynom P(x) má dva komplexní koøeny i a � i . Vynásobením odpovídajících koøenových polynomù
získáme

(x � i ) � (x + i ) = x2 + 1

Proto rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù je

P(x) = x4 � 5x2 + 4 = (x � 2)(x + 2)(x2 + 1):

V nìkterýc h pøípadech mù¾emenìjaký komplexní koøenznát. Podle vìt y 2.4.11potom známei dal¹í koøen,
toti¾komplexnì sdru¾enéèíslo.Polynom pak musíbýt bezezbytku dìliteln ý souèinemodpovídajících koøenových
polynomù. Po vydìlení získáme polynom ni¾¹íhostupnì.

2.4.17 Pøíklady Následující polynomy rozlo¾tena souèin ireducibilních reálných polynomù.

1.

P(x) = x6 � 4x4 � 8x3 + 4x2 + 16x + 16 a jeho koøenemje èíslo � = � 1 + i

Podle vìt y 2.4.11víme, ¾etaké èíslo � 1 � i je koøenemtohoto polynomu. Proto mù¾emepolynom P(x)
vydìlit souèinemodpovídajících koøenových polynomù, tedy polynomem

(x + 1 � i )(x + 1 + i ) = x2 + 2x + 2:
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(x6 � 4x4 � 8x3 + 4x2 + 16x + 16) : (x2 + 2x + 2) =
� x6 � 2x5 � 2x4

= x4 � 2x3 � 2x2 + 8
� 2x5 � 6x4 � 8x3

2x5 + 4x4 + 4x3

� 2x4 � 4x3 + 4x2

2x4 + 4x3 + 4x2

8x2 + 16x + 16
� 8x2 � 16x � 16

0

Musíme je¹tì rozlo¾itpolynom x4 � 2x3 � 2x2 + 8. Mo¾nábyly ty komplexní koøeny vícenásobné.Zkusme
tento polynom znovu vydìlit polynomem x2 + 2x + 2.

(x4 � 2x3 � 2x2 + 8) : (x2 + 2x + 2) = x2 � 4x + 4
� x4 � 2x3 � 2x2

� 4x3 � 4x2 + 8
4x3 + 8x2 + 8x

4x2 + 8x + 8
� 4x2 � 8x � 8

0

Zbývá je¹tì rozlo¾itpolynom x2 � 4x + 4, ale ten u¾je kvadratický, tak¾eho rozlo¾ímesnadno.Zøejmì

x2 � 4x + 4 = (x � 2)2:

Rozklad polynomu P(x) na souèin ireducibilních reálných polynomù je

x6 � 4x4 � 8x3 + 4x2 + 16x + 16 = (x2 + 2x + 2)2 � (x � 2)2:

2.

P(x) = x6 � 5x4 + 12x3 � 4x2 � 8x + 12 a jeho koøenemje èíslo � = 1 + i

Opìt polynom P(x) vydìlíme souèinemkoøenových polynomù, které odpovídají koøenùm 1 + i a 1 � i ,
tedy polynomem

(x � 1 � i )(x � 1 + i ) = x2 � 2x + 2:

(x6 � 5x4 + 12x3 � 4x2 � 8x + 12) : (x2 � 2x + 2) =
� x6 + 2x5 � 2x4

= x4 + 2x3 � 3x2 + 2x + 6
2x5 � 7x4 + 12x3

� 2x5 + 4x4 � 4x3

� 3x4 + 8x3 � 4x2

3x4 � 6x3 + 6x2

2x3 + 2x2 � 8x
� 2x3 + 4x2 � 4x

6x2 � 12x + 12
� 6x2 + 12x � 12

0
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Musíme je¹tì rozlo¾itpolynom x4 + 2x3 � 3x2 + 2x + 6. Zkusmeho znovu vydìlit polynomem x2 � 2x + 2.

(x4 + 2x3 � 3x2 + 2x + 6) : (x2 � 2x + 2) = x2 + 4x + 3
� x4 + 2x3 � 2x2

4x3 � 5x2 + 2x
� 4x3 + 8x2 � 8x

3x2 � 6x + 6
� 3x2 + 6x � 6

0

Zbývá je¹tì rozlo¾itkvadratický polynom x2 + 4x + 3. Zøejmì

x2 + 4x + 3 = (x + 1)(x + 3):

Rozklad polynomu P(x) na souèin ireducibilních reálných polynomù je

x6 � 5x4 + 12x3 � 4x2 � 8x + 12 = (x2 + 2x + 2)2 � (x + 1) � (x + 3):

V matematice je èasto dùle¾iténajít koøeny polynomù, pøípadnì udìlat rozklad polynomu na souèin koøeno-
vých èi ireducibilních reálných polynomù (vy se s tím setkáte napø. pøi integraci racionálních funkcí, øe¹ení
diferenciálních rovnic,. . . ). Hledat koøeny polynomù je v¹ak úloha velmi obtí¾náa obecnì sedá øe¹it pouzepro
polynomy nejvý¹e 4. stupnì. Pravdìp odobnì v¹ichni umíte øe¹it lineární a kvadratické rovnice. Nìkteøí mo¾ná
znají i tzv. Cardanovy vzorce pro výpoèet koøenù polynomù tøetího stupnì, èi úpravy, které umo¾òují hledat
koøeny polynomù ètvrtého stupnì.

þ Gerolamo Cardano byl italský matematik. Narodil se v Pavii roku 1501. Otec byl matematik, pøítel Leonarda da Vinci. Vystudo val
medicínu v Pavii a v Padovì. Vìno val sematematice, pozdìji medicínì v Milánì a v Bologni, èasto cestoval. Vzorce, které nesou jeho
jméno, vymámil z jiného italsk ého matematik a Niccolo Fontany, øeèenéhoTartaglia (koktavý), kdy¾se zavázal slavnostní pøísahou,
¾eje nikdy nevyzradí. Nìk olik let skuteènì dr¾elslovo, ale kdy¾ se dozvìdìl, ¾eScipione dal Ferro (dal¹í italský matematik) umìl
nìkteré rovnice tøetího øáduøe¹it ji¾døíve, cítil sezpro¹tìn své pøísahy. V knize Ars Magna (1545) tuto metodu pøedstavil. Tartaglia
mu nikdy neodpustil. Cardano se vìno val také astrologii a øíká se, ¾ekdy¾ se nesplnila pøedpovìï jeho smrti, spáchal sebevra¾du,
aby ji potvrdil.

Øada matematikù sev dal¹ích stoletích pokou¹ela najít vzorcepro výpoèet koøenù polynomù vy¹¹ích øádù,ale
v¹echny známé postupy selhávaly. V 18. a poèátkem 19. století se tímto problémem zabývali i Joseph Louis
Lagrange a Paolo Ru�ni. Ten jako první ukázal, ¾etyto rovnice nejsou algebraicky øe¹itelné.Jeho èlánek byl
uveøejnìnv málo známémèasopisea dùkaz obsahoval chyby. A¾Niels Abel de�nitivnì dokázal,¾eobecný vzorec
pro výpoèet koøenù polynomù stupnì vy¹¹ího ne¾ètyøi neexistuje. Nìkteré polynomiální rovnice 5. a vy¹¹ího
stupnì v¹ak algebraicky øe¹it lze. Na otázku, které to jsou, dal odpovìï Evariste Galois.

Tak vidíte, zrovna moc polynomiálních rovnic øe¹it neumíme. Lineární, kvadratické, . . . U rovnic tøetího a
ètvrtého stupnì jsou vzorcesiceznámy, ale jsou dost slo¾itéa také sev nich objevují odmocniny ze záporných
èísel i v pøípadech, kdy má rovnice pouze reálná øe¹ení.V následujících odstavcích si uká¾eme,jak mù¾eme
hledat koøeny nìkterýc h speciálních typù rovnic.

2.4.18 Pøi øe¹eníbinomických rovnic mù¾emevyjít z Moivreovy vìt y. Pro rovnici

xn � a = 0; kde a 2 C

dostáváme øe¹ení

xk = n
p

jaj �
�

cos
� + 2k�

n
+ i � sin

� + 2k�
n

�
; k = 0; 1; 2; : : : ; n � 1;

pøièem¾vyu¾íváme zápisu èíslaa v goniometrickém tvaru, tedy

a = jaj � (cos� + i � sin � ):
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2.4.19 Pøi rozkládání binomických polynomù mù¾emevyu¾ít i následujících vztahù:

x2 � a2 = (x � a)(x + a)
x2 + a2 = (x � a � i )(x + a � i )
x3 � a3 = (x � a)(x2 + ax + a2)
x3 + a3 = (x + a)(x2 � ax + a2)
x4 � a4 = (x2 � a2)(x2 + a2) = (x � a)(x + a)(x2 + a2)
x4 + a4 = (x2 + a2)2 � 2x2a2 = (x2 +

p
2ax + a2) � (x2 �

p
2ax + a2)

x6 � a6 = (x3 � a3)(x3 + a3) = (x � a)(x2 + ax + a2)(x + a)(x2 � ax + a2)
x8 � a8 = (x4 � a4)(x4 + a4) = (x � a)(x + a)(x2 + a2)(x2 +

p
2ax + a2)(x2 �

p
2ax + a2)

2.4.20 Pøíklady Následující polynomy rozlo¾tena souèinkoøenových èinitelù a na souèin ireducibilních reál-
ných polynomù.

1. P(x) = x4 � 16.

Koøeny najdeme nejprve u¾itímMoivreovy vìt y, potom vyu¾itím vztahù z pøedchozího odstavce.

(a) Nejprve rovnici upravíme a pravou stranu napí¹emev goniometrickém tvaru

P(x) = x4 � 16 = 0; tedy x4 = 16 = 16� (cos0 + i � sin0)

Jednotlivé koøeny vypoètemepodle uvedenéhovzorce

x0 = 4
p

16� (cos0 + i � sin0) = 2
x1 = 4

p
16� (cos 2�

4 + i � sin 2�
4 ) = 2i

x2 = 4
p

16� (cos 4�
4 + i � sin 4�

4 ) = � 2
x3 = 4

p
16� (cos 6�

4 + i � sin 6�
4 ) = � 2i

Rozklad na souèinkoøenových èinitelù je tedy

x4 � 16 = (x � 2)(x � 2i )(x + 2)(x + 2i );

rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù je

x4 � 16 = (x � 2)(x + 2)(x2 + 4):

Díky komutativitì a asociativitì násobení polynomù je samozøejmìpoøadíèinitelù libovolné.

(b) Rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù je

x4 � 16 = x4 � 24 = (x2 � 22)(x2 + 22) = (x � 2)(x + 2)(x2 + 4);

rozklad na souèinkoøenových èinitelù je

x4 � 16 = (x � 2)(x + 2)(x � 2i )(x + 2i )

2. P(x) = x4 + 81:

Koøeny opìt najdeme nejprve u¾itímMoivreovy vìt y, potom vyu¾itím vztahù z pøedchozího odstavce.

(a) Nejprve rovnici upravíme a pravou stranu napí¹emev goniometrickém tvaru

P(x) = x4 + 81 = 0; tedy x4 = � 81 = 81� (cos� + i � sin � )

Jednotlivé koøeny vypoètemepodle uvedenéhovzorce

x0 = 4
p

81� (cos �
4 + i � sin �

4 ) = 3
p

2
2 + i 3

p
2

2

x1 = 4
p

81� (cos 3�
4 + i � sin 3�

4 ) = � 3
p

2
2 + i 3

p
2

2

x2 = 4
p

81� (cos 5�
4 + i � sin 5�

4 ) = � 3
p

2
2 � i 3

p
2

2

x3 = 4
p

81� (cos 7�
4 + i � sin 7�

4 ) = 3
p

2
2 � i 3

p
2

2
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Rozklad na souèinkoøenových èinitelù je tedy

x4 + 81 =

 

x �
3
p

2
2

� i
3
p

2
2

!

�

 

x +
3
p

2
2

� i
3
p

2
2

!

�

 

x +
3
p

2
2

+ i
3
p

2
2

!

�

 

x �
3
p

2
2

+ i
3
p

2
2

!

;

rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù je

x4 + 81 = (x2 + 3
p

2x + 9) � (x2 � 3
p

2x + 9):

Díky komutativitì a asociativitì násobení polynomù je samozøejmìpoøadíèinitelù libovolné.

(b) Rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù je

x4+ 81 = x4+ 34 = (x2+ 32)2 � 18x2 = (x2+ 9+ 3
p

2x)(x2+ 9� 3
p

2x) = (x2+ 3
p

2x+ 9)�(x2 � 3
p

2x+ 9);

rozklad na souèinkoøenových èinitelù dostanemenapø.doplnìním na ètverec

x4 + 81 =

0

@

 

x +
3
p

2
2

! 2

+
9
2

1

A �

0

@

 

x �
3
p

2
2

! 2

+
9
2

1

A =

=

 

x +
3
p

2
2

� i
3
p

2
2

!

�

 

x +
3
p

2
2

+ i
3
p

2
2

!

�

 

x �
3
p

2
2

� i
3
p

2
2

!

�

 

x �
3
p

2
2

+ i
3
p

2
2

!

Pøi hledání koøenù polynomù s celoèíselnými koe�cienty nám mù¾epomoci následující vìta, která omezuje
mno¾inu mo¾ných racionálních koøenù polynomu.

2.4.21 V ìta Nech»koe�cienty polynomu P(x) = an xn + � � � + a1x + a0 jsou celáèísla,an 6= 0 a nech»racionální
èíslo p

q , kde p a q jsou nesoudìlná celá èísla, je koøenemtohoto polynomu. Potom p dìlí a0 a q dìlí an .

Dùkaz. Proto¾ep
q je koøenempolynomu P(x), musí platit

P
�

p
q

�
= an

� p
q

� n
+ an � 1

� p
q

� n � 1
+ � � � + a1

� p
q

�
+ a0 = 0

Po vynásobení èíslemqn dostanemerovnici

an � pn + an � 1 � pn � 1 � q + � � � + a1 � p � qn � 1 + a0 � qn = 0;

kterou pøepí¹emeve dvou tvarech, aby byla názornìj¹í

an � pn = � q � (an � 1 � pn � 1 + � � � + a1 � p � qn � 2 + a0 � qn � 1)
a0 � qn = � p � (an � pn � 1 + an � 1 � pn � 2 � q + � � � + a1 � qn � 1)

Odtud je patrné, ¾eq dìlí an � pn a tedy i an , proto¾eèíslap a q jsou nesoudìlná, a p dìlí a0 � qn a tedy také a0.
-,

2.4.22 Pøíklady Následující polynomy rozlo¾tena souèinkoøenových èinitelù.

1. P(x) = x6 + 2x5 � 8x4 � 14x3 + 11x2 + 28x + 12:

Absolutní èlenje 12, jeho dìlitelé jsou 1; � 1; 2; � 2; 3; � 3; 4; � 4; 6; � 6; 12; � 12: Proto¾ekoe�cient u nejvy¹¹í
mocniny je 1, jsou mo¾néracionální koøeny také tato èísla.Nyní mù¾emezkou¹et jedno po druhém, zda je
koøenempolynomu P(x). Pou¾ijemepøi tom Hornerovo schema,proto¾epro nalezený koøen� tím získáme
také podíl Q(x) = P(x) : (x � � ). Polynom Q(x) u¾má ni¾¹ístupeò ne¾polynom P(x). Takto postupnì
sni¾ujemestupeò polynomu, jeho¾koøeny hledáme,a¾se (snad) dostanemek polynomu kvadratickému,
jeho¾koøeny umíme najít.
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Je výhodné zaèít s co nejmen¹ími èísly, proto¾epoèítání s nimi je snadnìj¹í. Pokud takto najdeme koøen,
sní¾ímestupeò polynomu, èím¾se poèítání usnadní. Pokud zvolené èíslo není koøenem,aspoò se moc
nenadøeme.Je také rozumné,kdy¾nìjaký koøennajdeme,zkusit, zda není vícenásobný. Tak¾evyzkou¹íme
nejprve èíslo1.

1 2 � 8 � 14 11 28 12
1 1 3 � 5 � 19 � 8 20

1 3 � 5 � 19 � 8 20 32

Proto¾eP(1) = 32, není èíslo1 koøenempolynomu P(x). Zkusme èíslo � 1.

1 2 � 8 � 14 11 28 12
� 1 � 1 � 1 9 5 � 16 � 12

1 1 � 9 � 5 16 12 0

P(� 1) = 0, proto je èíslo � 1 koøenempolynomu P(x) a platí, ¾e

P(x) = (x5 + x4 � 9x3 � 5x2 + 16x + 12) � (x + 1):

Nyní budeme hledat koøeny polynomu x5 + x4 � 9x3 � 5x2 + 16x + 12. Nejprve vyzkou¹íme, jestli èíslo
� 1 není vícenásobným koøenempolynomu P(x). Budeme ho þdosazovatÿ tak dlouho, dokud hodnota
polynomu nebuderùzná od nuly.

1 1 � 9 � 5 16 12
� 1 � 1 0 9 � 4 � 12

1 0 � 9 4 12 0
� 1 � 1 1 8 � 12

1 � 1 � 8 12 0
� 1 � 1 2 6

1 � 2 � 6 18

Èíslo � 1 tedy je tro jnásobným koøenempolynomu P(x) a platí

P(x) = (x3 � x2 � 8x + 12) � (x + 1)3:

Zbývá najít koøeny polynomu x3 � x2 � 8x + 12. Zkusme èíslo2.

1 � 1 � 8 12
2 2 2 � 12

1 1 � 6 0
2 2 6

1 3 0

Èíslo 2 je dvojnásobným koøenem,platí

x3 � x2 � 8x + 12 = (x � 2)2 � (x + 3):

Polynom P(x) má tro jnásobný koøen� 1, dvojnásobný koøen2 a jednoduchý koøen� 3. Rozklad na souèin
koøenových polynomù má následující tvar

P(x) = (x + 1)3 � (x � 2)2 � (x + 3):
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2. P(x) = x6 + 8x5 + 27x4 + 50x3 + 54x2 + 32x + 8:

Absolutní èlen je 8, jeho dìlitelé jsou 1; � 1; 2; � 2; 4; � 4; 8; � 8: Proto¾ekoe�cient u nejvy¹¹í mocniny je 1,
jsou mo¾néracionální koøeny také tato èísla.Proto¾ev¹echny koe�cienty polynomu jsou kladné, nemù¾e
mít ¾ádný kladný koøen(kdy¾dosadímejakékoli kladné èíslo,bude výsledekkladný). Budemezkou¹et jen
záporná èísla, tedy � 1; � 2; � 4; � 8: Pokud najdeme nìjaký koøen,ihned zjistíme jeho násobnost.Vyzkou-
¹íme nejprve èíslo � 1.

1 8 27 50 54 32 8
� 1 � 1 � 7 � 20 � 30 � 24 � 8

1 7 20 30 24 8 0
� 1 � 1 � 6 � 14 � 16 � 8

1 6 14 16 8 0
� 1 � 1 � 5 � 9 � 7

1 5 9 7 1

Èíslo � 1 je dvojnásobným koøenempolynomu P(x) a platí

P(x) = (x + 1)2 � (x4 + 6x3 + 14x2 + 16x + 8):

Nyní zkusmeèíslo � 2.
1 6 14 16 8

� 2 � 2 � 8 � 12 � 8

1 4 6 4 0
� 2 � 2 � 4 � 4

1 2 2 0

Èíslo � 2 je dvojnásobným koøenem,platí

x4 + 6x3 + 14x2 + 16x + 8 = (x + 2)2 � (x2 + 2x + 2):

Polynom x2 + 2x + 2 má komplexní koøeny � 1+ i a � 1 � i . Rozklad na souèinkoøenových polynomù má
následující tvar

P(x) = (x + 1)2 � (x + 2)2 � (x + 1 � i ) � (x + 1 + i ):

3. P(x) = 2x5 � x4 � 2x3 + 5x2 + 2x � 2:

Absolutní èlenje 2, koe�cient u nejvy¹¹í mocniny je 2. Mo¾néracionální koøeny jsou èísla1; � 1; 2; � 2; 1
2 ; � 1

2 .
Pokud najdeme nìjaký koøen,ihned zjistíme jeho násobnost.Vyzkou¹íme nejprve èíslo1.

2 � 1 � 2 5 2 � 2
1 2 1 � 1 4 6

2 1 � 1 4 6 4

Èíslo 1 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 1.

2 � 1 � 2 5 2 � 2
� 1 � 2 3 � 1 � 4 2

2 � 3 1 4 � 2 0
� 1 � 2 5 � 6 2

2 � 5 6 � 2 0
� 1 � 2 7 � 13

2 � 7 13 -15
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Èíslo � 1 je dvojnásobným koøenempolynomu P(x) a platí

P(x) = (x + 1)2 � (2x3 � 5x2 + 6x � 2):

Nyní zkusmeèíslo2.
2 � 5 6 � 2

2 4 � 2 8

2 � 1 4 6

Èíslo 2 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 2.

2 � 5 6 � 2
� 2 � 4 18 � 48

2 � 9 24 -50

Èíslo � 2 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo 1
2 .

2 � 5 6 � 2
1
2 1 � 2 2

2 � 4 4 0

Èíslo 1
2 je jednoduchým koøenempolynomu P(x), 2x2 � 4x + 4 = 2 � (x � 1 � i ) � (x � 1 + i ).

Rozklad na souèinkoøenových polynomù má následující tvar

P(x) = 2 � (x + 1)2 � (x �
1
2

) � (x � 1 � i ) � (x � 1 + i ) = (x + 1)2 � (2x � 1) � (x � 1 � i ) � (x � 1 + i ):

4. P(x) = x6 � 2x5 � 12x3 + 13x2 � 2x � 30 a jeho koøenemje èíslo � = 1 + i:

Nejprve polynom P(x) vydìlíme souèinemkoøenových polynomù, které odpovídají koøenùm 1 + i a 1 � i ,
tedy polynomem x2 � 2x + 2:

(x6 � 2x5 � 12x3 + 13x2 � 2x � 30) : (x2 � 2x + 2) =
� x6 + 2x5 � 2x4

= x4 � 2x2 � 16x � 15
� 2x4 � 12x3 + 13x2

2x4 � 4x3 + 4x2

� 16x3 + 17x2 � 2x
16x3 � 32x2 + 32x

� 15x2 + 30x � 30
15x2 � 30x + 30

0

Musíme je¹tì rozlo¾itpolynom x4 � 2x2 � 16x � 15. Zkusme ho znovu vydìlit polynomem x2 � 2x + 2,
abychom zjistili, jestli koøeny, které známe,nebyly vícenásobné.

(x4 � 2x2 � 16x � 15) : (x2 � 2x + 2) = x2 + 2
� x4 + 2x3 � 2x2

2x3 � 4x2 � 16x
� 2x3 + 4x2 � 4x

� 20x � 15
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2.4. Koøeny polynomu 33

Zbytek je nenulový, koøeny byly pouze jednoduché. Mo¾námá polynom nìjak é racionální koøeny. Mohla
by to být èísla1; � 1; 3; � 3; 5; � 5; 15; � 15. Zkusíme èíslo1.

1 0 � 2 � 16 � 15
1 1 1 � 1 � 17

1 1 � 1 � 17 -32

Èíslo 1 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 1.

1 0 � 2 � 16 � 15
� 1 � 1 1 1 15

1 � 1 � 1 � 15 0
� 1 � 1 2 � 1

1 � 2 1 -16

Èíslo � 1 je jednoduchým koøenem,vyzkou¹íme je¹tì èíslo3.

1 � 1 � 1 � 15
3 3 6 15

1 2 5 0

Èíslo 3 je také jednoduchým koøenem,polynom x2 + 2x + 5 u¾má jen komplexní koøeny � 1+ 2i a � 1� 2i .
Rozklad na souèinkoøenových polynomù má následující tvar

P(x) = (x + 1) � (x � 3) � (x � 1 � i ) � (x � 1 + i ) � (x + 1 � 2i ) � (x + 1 + 2i ):

2.4.23 Pøíklady Následující polynomy rozlo¾tena souèin ireducibilních reálných polynomù.

1. P(x) = x6 � 5x4 + 6x3 + 6x2 � 16x + 8:

Mo¾néracionální koøeny jsou 1; � 1; 2; � 2; 4; � 4; 8; � 8. Postupnì je vyzkou¹íme, zaènemeèíslem1.

1 0 � 5 6 6 � 16 8
1 1 1 � 4 2 8 � 8

1 1 � 4 2 8 � 8 0
1 1 2 � 2 0 8

1 2 � 2 0 8 0
1 1 3 1 1

1 3 1 1 9

Èíslo 1 je dvojnásobným koøenempolynomu P(x), zkusmeèíslo � 1.

1 2 � 2 0 8
� 1 � 1 � 1 3 � 3

1 1 � 3 3 5

Èíslo � 1 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo2.
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34 Kapitola 2. Polynomy

1 2 � 2 0 8
2 2 8 12 24

1 4 6 12 32

Èíslo 2 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 2.

1 2 � 2 0 8
� 2 � 2 0 4 � 8

1 0 � 2 4 0
� 2 � 2 4 � 4

1 � 2 2 0

Èíslo � 2 je dvojnásobným koøenem,polynom x2 � 2x + 2 u¾má jen komplexní koøeny, je ireducibilní.
Rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù má tvar

P(x) = x6 � 5x4 + 6x3 + 6x2 � 16x + 8 = (x � 1)2 � (x + 2)2 � (x2 � 2x + 2):

2. P(x) = 2x6 � 3x5 + 2x4 + 10x3 � 18x2 � 31x � 10:

Absolutní èlen je 10, koe�cient u nejvy¹¹í mocniny je 2. Mo¾néracionální koøeny jsou èísla

1; � 1; 2; � 2;
1
2

; �
1
2

; 5; � 5;
5
2

; �
5
2

; 10; � 10:

Vyzkou¹íme nejprve èíslo1.

2 � 3 2 10 � 18 � 31 � 10
1 2 � 1 1 11 � 7 � 38

2 � 1 1 11 � 7 � 38 -48

Èíslo 1 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 1.

2 � 3 2 10 � 18 � 31 � 10
� 1 � 2 5 � 7 � 3 21 10

2 � 5 7 3 � 21 � 10 0
� 1 � 2 7 � 14 11 10

2 � 7 14 � 11 � 10 0
� 1 � 2 9 � 23 34

2 � 9 23 � 34 24

Èíslo � 1 je dvojnásobným koøenempolynomu P(x), vyzkou¹íme èíslo2.

2 � 7 14 � 11 � 10
2 4 � 6 � 16 10

2 � 3 8 5 0
2 4 2 20

2 1 10 25
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2.5. Cvièení 35

Èíslo 2 je jednoduchým koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 2.

2 � 3 8 5
� 2 � 4 14 � 44

2 � 7 22 -39

Èíslo � 2 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo 1
2 .

2 � 3 8 5
1
2 1 � 1 3; 5

2 � 2 7 8,5

Èíslo 1
2 není koøenem,vyzkou¹íme èíslo � 1

2 .

2 � 3 8 5
� 1

2 � 1 2 � 5

2 � 4 10 0

Èíslo � 1
2 je jednoduchým koøenem,polynom 2x2 � 4x + 10= 2� (x2 � 2x + 5) u¾má jen komplexní koøeny,

je ireducibilní. Rozklad na souèin ireducibilních reálných polynomù má tvar

P(x) = 2x6 � 3x5 + 2x4 + 10x3 � 18x2 � 31x � 10 = 2(x + 1)2 � (x � 2) � (x +
1
2

) � (x2 � 2x + 5) =

= (x + 1)2 � (x � 2) � (2x + 1) � (x2 � 2x + 5):

2.5 Cvièení

1. Vydìlte (se zbytk em) polynom P(x) polynomem Q(x).

(a) P(x) = (x6 + 2x5 � x3 � 4x2 + x + 2), Q(x) = (x2 + x � 3)

(b) P(x) = (x6 + 2x5 + 4x3 � 12x2 + 10x � 2), Q(x) = (x2 + 2x � 3)

(c) P(x) = (x7 + 2x6 � 4x5 � 6x4 + 5x3 � 4x2 + 3x + 2), Q(x) = (x3 � 3x + 1)

(d) P(x) = (x7 � x6 � 7x5 + 7x4 � x3 � 5x2 + 2x + 1), Q(x) = (x3 � 3x2 + 2)

2. Polynomy rozlo¾tena souèinkoøenových polynomù .

(a) P(x) = x4 + 1.

(b) P(x) = x4 � 1.

(c) P(x) = x4 + 16.

(d) P(x) = x3 + 8.

(e) P(x) = x3 � 8.

3. Polynomy rozlo¾tena souèin ireducibilních reálných polynomù.

(a) P(x) = x6 � 64.

(b) P(x) = x8 � 1.

(c) P(x) = x4 � 81.

(d) P(x) = x4 + 1.

4. Polynomy rozlo¾tena souèinkoøenových polynomù .

(a) x6 � 2x5 � 8x4 + 14x3 + 11x2 � 28x + 12
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36 Kapitola 2. Polynomy

(b) x6 � 4x5 + 3x4 + 6x3 � 10x2 + 8

(c) x6 + 4x5 + 3x4 � 2x3 + 6x2 + 16x + 8

(d) 2x5 + x4 � 2x3 + 3x2 + 6x + 2

(e) 2x5 � 5x4 � 2x3 + 2x2 + 16x � 8

(f ) 2x6 � 3x5 � x4 � x3 + 9x2 � 8x + 2

(g) 2x6 + 5x5 + 6x4 � 6x3 � 26x2 + 9x + 10

(h) 2x6 + x5 + 3x4 + 18x3 + 16x2 � 3x � 5

5. Urèete násobnostkoøene� polynomu P(x). Polynom P(x) rozlo¾tena souèinkoøenových polynomù.

(a) P(x) = x6 � 7x5 + 12x4 + 14x3 � 59x2 + 57x � 18; � = 1

(b) P(x) = x6 � 4x4 + 8x3 + 4x2 � 16x + 16; � = 1 + i

(c) P(x) = x6 � 5x4 � 12x3 � 4x2 + 8x + 12; � = � 1 � i

(d) P(x) = x6 � 2x4 + 18x3 � 13x2 � 2x + 30; � = 1 � i

(e) P(x) = x6 � 4x5 + 6x4 � 6x3 � 5x2 � 22x + 30; � = 1 � 2i

(f ) P(x) = x6 � x4 � 14x3 � 2x2 + 16x + 40; � = � 1 + i

(g) P(x) = 2x5 � 3x4 � 6x3 � 2x2 + 16x + 8; � = 1

6. Polynomy rozlo¾tena souèin ireducibilních reálných polynomù.

(a) x6 + 7x5 + 12x4 � 14x3 � 59x2 � 57x � 18

(b) x6 + 4x5 + 3x4 � 6x3 � 10x2 + 8

(c) x6 � 5x4 � 6x3 + 6x2 + 16x + 8

(d) 2x5 � x4 � 2x3 � 3x2 + 6x � 2

(e) 2x5 + 5x4 � 2x3 � 2x2 � 16x + 8

(f ) 2x6 + x5 � 3x4 + 3x3 + 7x2 � 2

(g) 2x6 � x5 + 3x4 � 18x3 + 16x2 + 3x � 5

(h) 2x6 + 3x5 + 2x4 � 10x3 � 18x2 + 31x � 10

7. Urèete násobnost koøene� polynomu P(x). Polynom P(x) rozlo¾tena souèin ireducibilních reálných
polynomù.

(a) P(x) = x6 � 2x5 � 3x4 + 20x3 � 36x2 + 32x � 12; � = 1 + i

(b) P(x) = x6 + 4x5 + 6x4 + 6x3 � 5x2 + 22x + 30; � = 1 � i

(c) P(x) = x6 � x4 + 14x3 � 2x2 � 16x + 40; � = 1 � 2i

(d) P(x) = x6 � 4x5 + 7x4 � 6x3 � 2x2 � 16x + 40; � = � 1 � i

(e) P(x) = x6 � 4x5 + 3x4 + 2x3 + 6x2 � 16x + 8; � = 1

(f ) P(x) = 2x5 + 3x4 � 6x3 + 2x2 + 16x � 8; � = 1

2.6 Výsledky

1. (a) (x6 + 2x5 � x3 � 4x2 + x + 2) = (x4 + x3 + 2x2 + 2) � (x2 + x � 3) � x + 8

(b) (x6 + 2x5 + 4x3 � 12x2 + 10x � 2) = (x4 + 3x2 � 2x + 1) � (x2 + 2x � 3) + 2x + 1

(c) (x7 + 2x6 � 4x5 � 6x4 + 5x3 � 4x2 + 3x + 2) = (x4 + 2x3 � x2 � x) � (x3 � 3x + 1) � 6x2 + 4x + 2

(d) (x7 � x6 � 7x5 + 7x4 � x3 � 5x2 + 2x + 1) = (x4 + 2x3 � x2 + 2x + 1) � (x3 � 3x2 + 2) � 2x � 1

2. (a) P(x) = x4 + 1 = (x �
p

2
2 �

p
2

2 i ) � (x �
p

2
2 +

p
2

2 i ) � (x +
p

2
2 �

p
2

2 i ) � (x +
p

2
2 +

p
2

2 i ).

(b) P(x) = x4 � 1 = (x � 1) � (x + 1) � (x � i ) � (x + i )� = (x +
p

2
2 +

p
2

2 i ).

1. øíjna 2007 36 Anna Kalousová: Úvod do algebry



2.6. Výsledky 37

(c) P(x) = x4 + 16 = (x �
p

2 �
p

2i ) � (x �
p

2 +
p

2i ) � (x +
p

2 �
p

2i ) � (x +
p

2 +
p

2i )�.

(d) P(x) = x3 + 8 = (x + 2) � (x � 1 �
p

3i ) � (x � 1 +
p

3i ).

(e) P(x) = x3 � 8 = (x � 2) � (x + 1 �
p

3i ) � (x + 1 +
p

3i ).

3. (a) P(x) = x6 � 64 = (x � 2) � (x + 2) � (x2 + x + 4) � (x2 � x + 4).

(b) P(x) = x8 � 1 = (x � 1) � (x + 1) � (x2 + 1) � (x2 +
p

2x + 1) � (x2 �
p

2x + 1).

(c) P(x) = x4 � 81 = (x � 3) � (x + 3) � (x2 + 9).

(d) P(x) = x4 + 1 = (x2 +
p

2x + 1) � (x2 �
p

2x + 1).

4. (a) x6 � 2x5 � 8x4 + 14x3 + 11x2 � 28x + 12 = (x � 1)3 � (x + 2)2 � (x � 3)

(b) x6 � 4x5 + 3x4 + 6x3 � 10x2 + 8 = (x + 1)2 � (x � 2)2 � (x � 1 + i ) � (x � 1 � i )

(c) x6 + 4x5 + 3x4 � 2x3 + 6x2 + 16x + 8 = (x + 1)2 � (x + 2)2 � (x � 1 + i ) � (x � 1 � i )

(d) 2x5 + x4 � 2x3 + 3x2 + 6x + 2 = (x + 1)2 � (2x + 1) � (x � 1 + i ) � (x � 1 � i )

(e) 2x5 � 5x4 � 2x3 + 2x2 + 16x � 8 = (x � 2)2 � (2x � 1) � (x + 1 + i ) � (x + 1 � i )

(f ) 2x6 � 3x5 � x4 � x3 + 9x2 � 8x + 2 = (x � 1)3 � (2x � 1) � (x + 1 + i ) � (x + 1 � i )

(g) 2x6 + 5x5 + 6x4 � 6x3 � 26x2 + 9x + 10 = (x � 1)2 � (x + 2) � (2x + 1) � (x + 1 + 2i ) � (x + 1 � 2i )

(h) 2x6 + x5 + 3x4 + 18x3 + 16x2 � 3x � 5 = (x + 1)3 � (2x � 1) � (x � 1 + 2i ) � (x � 1 � 2i )

5. (a) � je tro jnásobný koøena platí P(x) = (x � 1)3 � (x + 2) � (x � 3)2.

(b) � je dvojnásobný koøena platí P(x) = (x + 2)2 � (x � 1 + i )2 � (x � 1 � i )2.

(c) � je dvojnásobný koøena platí P(x) = (x � 1) � (x � 3) � (x + 1 + i )2 � (x + 1 � i )2.

(d) � je jednoduchý koøena platí P(x) = (x + 1) � (x + 3) � (x � 1+ i ) � (x � 1� i ) � (x � 1+ 2i ) � (x � 1� 2i ).

(e) � je jednoduchý koøena platí P(x) = (x � 1) � (x � 3) � (x + 1+ i ) � (x + 1� i ) � (x � 1+ 2i ) � (x � 1� 2i ).

(f ) � je jednoduchý koøena platí P(x) = (x � 2)2 � (x + 1 + i ) � (x + 1 � i ) � (x + 1 + 2i ) � (x + 1 � 2i ).

(g) � není koøenema platí P(x) = (x � 2)2 � (2x + 1) � (x + 1 + i ) � (x + 1 � i ).

6. (a) x6 + 7x5 + 12x4 � 14x3 � 59x2 � 57x � 18 = (x + 1)3 � (x � 2) � (x + 3)2

(b) x6 + 4x5 + 3x4 � 6x3 � 10x2 + 8 = (x � 1)2 � (x + 2)2 � (x2 + 2x + 2)

(c) x6 � 5x4 � 6x3 + 6x2 + 16x + 8 = (x + 1)2 � (x � 2)2 � (x2 + 2x + 2)

(d) 2x5 � x4 � 2x3 � 3x2 + 6x � 2 = (x � 1)2 � (2x � 1) � (x2 + 2x + 2)

(e) 2x5 + 5x4 � 2x3 � 2x2 � 16x + 8 = (x + 2)2 � (2x + 1) � (x2 � 2x + 2)

(f ) 2x6 + x5 � 3x4 + 3x3 + 7x2 � 2 = (x + 1)3 � (2x � 1) � (x2 � 2x + 2)

(g) 2x6 � x5 + 3x4 � 18x3 + 16x2 + 3x � 5 = (x � 1)3 � (2x + 1) � (x2 + 2x + 5)

(h) 2x6 + 3x5 + 2x4 � 10x3 � 18x2 + 31x � 10 = (x � 1)2 � (x + 2) � (2x � 1) � (x2 + 2x + 5)

7. (a) � je dvojnásobný koøena platí P(x) = (x � 1) � (x + 3) � (x2 � 2x + 2)2.

(b) � je jednoduchý koøena platí P(x) = (x + 1) � (x + 3) � (x2 � 2x + 2) � (x2 + 2x + 5).

(c) � je jednoduchý koøena platí P(x) = (x + 2)2 � (x2 � 2x + 2) � (x2 � 2x + 5).

(d) � je jednoduchý koøena platí P(x) = (x � 2)2 � (x2 + 2x + 2) � (x2 � 2x + 5).

(e) � je dvojnásobný koøena platí P(x) = (x � 1)2 � (x � 2)2 � (x2 + 2x + 2).

(f ) � není koøenema platí P(x) = (x + 2)2 � (2x � 1)2 � (x2 � 2x + 2).
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Kapitola 3

Matice

Matice typu (m; n) je vlastnì tabulka, která má m øádkùa n sloupcù. Jednotlivé øádkya sloupceneoddìlujeme
èarami a celou þtabulkuÿ uzavøemedo kulatých závorek. Napøíklad

A =

0

@
1 2 2 � 1
2 0 1 0
1 1 2 1

1

A je matice typu (3; 4):

Kdy¾chcemetakovou tabulku zadat, mù¾emetøebadiktovat øádekpo øádkunebo sloupecpo sloupci. Anebo
taky þnapøeskáèkuÿ, kdy¾tøebaúdaje v tabulce získáváme postupnì (napø. výsledky zápasùve fotbale nebo
v hokeji). V ka¾démpøípadì musímezadat, co je na pozici (i; j ), tedy v i -tém øádkua j -tém sloupci pro v¹echny
hodnoty i 2 f 1; 2; : : : ; mg a j 2 f 1; 2; : : : ; ng: To znamená,¾ese na matici mù¾emedívat jako na zobrazení,
které ka¾dépozici, tj. uspoøádanédvojici (i; j ) pøiøadínìjak é èísloaij . De�nièním oborem tohoto zobrazeníje
mno¾inav¹ech uspoøádaných dvojic (i; j ), tj. kartézský souèin f 1; 2; : : : ; mg � f 1; 2; : : : ; ng. Oborem hodnot je
nìjaký èíselný obor. Pro nás to budou v¾dyreálná èísla.To je jeden mo¾ný pohled. Rovnost, sèítání a násobení
matice reálným èíslempak de�n ujemejako rovnost a sèítánízobrazenía jako násobenízobrazeníreálným èíslem.
Souèinmatic je de�nován odli¹nì. Na matici seale mù¾emedívat jako na þobrázekÿ,na schema,které má urèitý
poèet øádkùa sloupcù.

3.1 Základní pojm y

3.1.1 De�nice (Reálná) matice typu (m; n) je schema

A =

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am 1 am 2 : : : amn

1

C
C
C
A

;

kde aij 2 R pro v¹echna i = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; n.

Zapisovat ji mù¾emei struènìji

A = (aij ) ; kde i = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; n:

3.1.2 De�nice Uspoøádanoudvojici (i; j ) nazývámepozice, i je øádkovýa j je sloupcovýindex, èísluaij øíkáme
èlen nebo prvek matice (v i-tém øádku a j-tém sloupci).
Uspoøádanoun-tici

(ai 1; ai 2; : : : ; ain ) nazýváme i-tým øádkemmatice

a uspoøádanoum-tici 0

B
B
B
@

a1j

a2j
...

amj

1

C
C
C
A

nazýváme j-tým sloupcemmatice.
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3.1.3 De�nice Pokud má matice stejný poèet øádkù i sloupcù, to znamená, ¾eje typu (n; n), nazýváme ji
ètvercovoumaticí øádu n. V opaènémpøípadì hovoøímeo obdélníkovématici . Ètv ercová matice, ve které aij = 0;
pro v¹echna i 6= j , senazývá diagonální matice.

3.1.4 Pøíklady

1. Matice A =

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A je ètvercová øádu3:

2. Matice B =

0

@
1 0 0
0 5 0
0 0 9

1

A je diagonální:

3.1.5 De�nice Diagonální matici En = (eij ) øádun takovou, ¾eeii = 1 nazvemejednotkovou maticí. Matici
Omn typu (m; n), která má v¹echny èleny nulové, nazvemenulovou maticí. Pokud to není nezbytné, obvykle se
indexy udávající typ u tìc hto matic vynechávají.

3.1.6 De�nice Matice A a B typu (m; n) se sobì rovnají, jestli¾epro ka¾déi = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; n
platí aij = bij .

3.1.7 De�nice Matici A T = (aj i ), kde j = 1; 2; : : : ; n a i = 1; 2; : : : ; m, typu (n; m) nazvemetransponovanou
maticí k matici A . Pokud platí A T = A , øekneme,¾ematice A je symetrická.

3.1.8 Pøíklad

A =
�

1 2 3
4 5 6

�
; potom A T =

0

@
1 4
2 5
3 6

1

A

A =

0

@
1 2 3
2 � 1 0
3 0 2

1

A ; potom A T =

0

@
1 2 3
2 � 1 0
3 0 2

1

A ; matice A je symetrická.

3.1.9 Pozoro vání Zøejmì platí
�
A T � T

= A :

3.2 Op erace s maticemi

Matice mù¾emesèítat a násobit (reálným) èíslemèlen po èlenu. Sèítámepouze matice stejného typu. Souèin
matic je ale de�nován jinak. Dùvody této odli¹nosti seozøejmív kapitole o lineárních zobrazeních.

3.2.1 De�nice Souèetmatic: Nech» A, B jsou matice typu (m; n), potom A + B je opìt matice typu (m; n)
taková, ¾e

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am 1 am 2 : : : amn

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

b11 b12 : : : b1n

b21 b22 : : : b2n
...

...
. . .

...
bm 1 bm 2 : : : bmn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

a11 + b11 a12 + b12 : : : a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 : : : a2n + b2n
...

...
. . .

...
am 1 + bm 1 am 2 + bm 2 : : : amn + bmn

1

C
C
C
A

3.2.2 Pøíklad
0

@
1 2 1 2
2 � 1 1 0

� 1 2 0 1

1

A +

0

@
1 1 0 1
2 � 1 1 2
1 0 � 1 2

1

A =

0

@
2 3 1 3
4 � 2 2 2
0 2 � 1 3

1

A

3.2.3 Pozoro vání Vlastnosti sèítání matic:
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1. Sèítání matic je komutativní, to znamená,¾epro ka¾dédvì matice A , B stejného typu platí, ¾e

A + B = B + A :

2. Sèítání matic je asociativní, to znamená,¾epro ka¾détøi matice A , B , C stejného typu platí, ¾e

(A + B ) + C = A + (B + C):

3. Nulová matice O (patøiènéhotypu (m,n)) je neutrální vzhledem ke sèítání, to znamená,¾epro ka¾dou
matici A typu (m,n) platí, ¾e

A + O = O + A = A :

4. Ke ka¾dématici A = (aij ) typu (m,n) existuje opaènámatice � A = (� aij ) stejnéhotypu taková, ¾eplatí

A + (� A ) = (� A ) + A = O:

Dùkaz. Proto¾epøisèítánímatic sèítámevlastnì reálná èíslana odpovídajících si pozicích, plynou v¹echny tyto
vlastnosti z vlastností sèítání reálných èísel.Opaènámatice k matici A = (aij ) je zøejmì matice � A = (� aij ).

-,

3.2.4 Poznámk a Je zøejmé,¾emno¾inamatic typu (m; n) s operací sèítání tvoøíkomutativní grupu, nebo»
jsme právì ovìøili axiomy, jak byly uvedeny v de�nici 1.2.1.

Posledníuvedenávlastnost nám umo¾òuje de�novat odèítání matic jako pøièítáníopaènématice, tedy

A � B = A + (� B ):

3.2.5 Pøíklad
0

@
1 2 1
2 � 1 1

� 1 2 0

1

A �

0

@
1 1 0
2 1 1
1 0 1

1

A =

0

@
1 2 1
2 � 1 1

� 1 2 0

1

A +

0

@
� 1 � 1 � 0
� 2 � 1 � 1
� 1 � 0 � 1

1

A =

0

@
0 1 1
0 � 2 0

� 2 2 � 1

1

A

3.2.6 De�nice Násobenímatice reálným èíslem: Nech» A je matice typu (m; n), � 2 R, potom � � A je opìt
matice typu (m; n) taková, ¾e

� � A = � �

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am 1 am 2 : : : amn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

� � a11 � � a12 : : : � � a1n

� � a21 � � a22 : : : � � a2n
...

...
. . .

...
� � am 1 � � am 2 : : : � � amn

1

C
C
C
A

3.2.7 Pøíklad

3 �

0

@
1 2 1 2
2 � 1 1 0

� 1 2 0 1

1

A =

0

@
3 6 3 6
6 � 3 3 0

� 3 6 0 3

1

A

3.2.8 Pozoro vání Pro ka¾dédvì matice A ; B typu (m; n) a jakákoli reálná èísla �; � platí

1. � � (� � A ) = (�� ) � A .

2. (� + � ) � A = � � A + � � A .

3. � � (A + B ) = � � A + � � B :

4. 1 � A = A :

5. 0 � A = O:

1. øíjna 2007 40 Anna Kalousová: Úvod do algebry



3.2. Operaces maticemi 41

Dùkaz. Proto¾eèleny matic jsou reálná èísla, v¹echny tyto vlastnosti plynou z vlastností sèítání a násobení
reálných èísel. -,

Jak u¾jsme uvedli vý¹e, násobení matic je de�nováno ponìkud odli¹n ým zpùsobem. Pro násobenématice platí,
¾eta první musí mít stejný poèet sloupcù jako druhá øádkù,výsledná matice pak má stejnì øádkùjako první
matice a stejnì sloupcù jako druhá. Mìjme matici A typu (m; n) a matici B typu (n; p). OznaèmeC = A � B
souèintìc hto matic. Prvek cij , tedy v i -tém øádkua j -tém sloupci, získáme následujícím postupem:
Vezmìme i -tý øádekmatice A , tedy

(ai 1 ai 2 : : : ain )

a j -tý sloupec matice B , tedy 0

B
B
B
@

b1j

b2j
...

bmj

1

C
C
C
A

Vynásobmespolu první, druhé, . . . , n-té èleny. Prvek cij je souètemtìc hto souèinù, tedy

cij = ai 1b1j + ai 2b2j + � � � + ain bnj

3.2.9 Pøíklad Spoèítejte A � B , kde

A =
�

1 2 3
0 1 2

�
; B =

0

@
1 1
1 0
1 2

1

A

Matice A je typu (2; 3), matice B je typu (3; 2), poèet sloupcù matice A je roven poètu øádkù matice B (je
roven 3), matice mù¾emevynásobit. Výsledná matice bude mít stejný poèet øádkù jako matice A , tj. dva,
a stejný poèet sloupcù jako matice B , tj. dva. Oznaèíme-liC = A � B , pak C bude ètvercová matice øádudvì.
Spoèítáme jednotlivé èleny matice C.

c11 =
�

1 2 3
�

�

0

@
1
1
1

1

A = 1 � 1 + 2 � 1 + 3 � 1 = 6

c12 =
�

1 2 3
�

�

0

@
1
0
2

1

A = 1 � 1 + 2 � 0 + 3 � 2 = 7

c21 =
�

0 1 2
�

�

0

@
1
1
1

1

A = 0 � 1 + 1 � 1 + 2 � 1 = 3

c22 =
�

0 1 2
�

�

0

@
1
0
2

1

A = 0 � 1 + 1 � 0 + 2 � 2 = 4

C = A � B =
�

6 7
3 4

�
:

Po získání urèité praxe v násobení matic není potøebapoèítat jednotlivé èleny zvlá¹», mù¾emepsát rovnou

�
1 2 3
0 1 2

�
�

0

@
1 1
1 0
1 2

1

A =
�

1 � 1 + 2 � 1 + 3 � 1 1 � 1 + 2 � 0 + 3 � 2
0 � 1 + 1 � 1 + 2 � 1 0 � 1 + 1 � 0 + 2 � 2

�
=

�
6 7
3 4

�
:

Po získání je¹tì vìt¹í praxe (a pro þrozumnáÿ èísla) mù¾emevynechat i tu prostøedníèást a násobit a sèítat
zpamìti. Nyní budemesouèinmatic pøesnìde�novat.
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3.2.10 De�nice Souèinmatic: Nech»A je matice typu (m; n), B je matice typu (n; p). Souèinemtìc hto matic
je matice C = A � B typu (m; p) taková, ¾epro v¹echna i = 1; 2; : : : ; m a pro v¹echna j = 1; 2; : : : ; p platí

cij = ai 1 � b1j + ai 2 � b2j + : : : + ain � bnj nebo struènìji cij =
nX

k=1

aik � bk j :

Je zøejmé,¾ezkoumání vlastností souèinu matic bude slo¾itìj¹í, ne¾tomu bylo v pøípadì souètu a reálného
násobku.Prozkoumejmetøebakomutativitu. Mìjme matice A typu (m; n) a B typu (n; p), m 6= p: SouèinA � B
de�novaný je, naproti tomu B � A provést nelze. V pøedchozím pøíkladu matice A byla typu (2; 3), matice B
typu (3; 2), oba souèiny lze provést. Ov¹em matice A � B je typu (2; 2), matice B � A typu (3; 3). Nemohou se
tedy rovnat. Omezmesena ètvercové matice stejnéhoøádu.Tam jsou oba souèiny de�novanéa výsledkem jsou
opìt ètvercové matice tého¾øádu.Ale i v tomto pøípadì senemusí sobì rovnat, jak uká¾enásledujícípøíklad.

3.2.11 Pøíklad �
1 2
3 � 1

�
�
�

� 1 2
0 3

�
=

�
� 1 8
� 3 3

�

�
� 1 2

0 3

�
�
�

1 2
3 � 1

�
=

�
5 � 4
9 � 3

�

Násobení matic tedy není komutativní. Pro nìkteré matice ale platí, ¾eseoba souèiny sobì rovnají.

3.2.12 De�nice Nech» A, B jsou ètvercové matice øádun. Øekneme,¾ematice A a B spolu komutují (nebo
¾eA, B jsou komutující matice), jestli¾eplatí A � B = B � A .

3.2.13 Pøíklady

1.
0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A �

0

@
2 1 2
1 � 1 0

� 1 2 � 1

1

A =

0

@
2 1 2
1 � 1 0

� 1 2 � 1

1

A =

0

@
2 1 2
1 � 1 0

� 1 2 � 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

2.
0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A �

0

@
2 1 2
1 � 1 0

� 1 2 � 1

1

A =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A =

0

@
2 1 2
1 � 1 0

� 1 2 � 1

1

A �

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A

3. �
1 2
0 1

�
�
�

1 � 2
0 1

�
=

�
1 0
0 1

�
=

�
1 � 2
0 1

�
�
�

1 2
0 1

�

4. Samozøejmìka¾dáètvercová matice komutuje samasesebou (platí A � A = A � A ).

S dal¹í þpodivostíÿ se setkáme, kdy¾budeme chtít krátit. U reálných èísel platí, ¾ez rovnosti a � b = a � c,
resp. b � a = c � a, resp. a � b = c � a, plyne, ¾eb = c. V maticových rovnostech nejen ¾eneplatí, ¾ez rovnosti
A � B = C � A plyne B = C (nebo»násobení není komutativní), ale dokonceani to, ¾ez rovnosti A � B = A � C,
resp. B � A = C � A plyne, ¾eB = C. V maticových rovnostech tedy nemù¾emekrátit .

3.2.14 Pøíklady Opìt si to uká¾emena pøíkladech.

1. �
1 � 2
3 � 1

�
�
�

3 � 3
� 1 1

�
=

�
5 � 5

10 � 10

�
=

�
2 1
4 2

�
�
�

3 � 3
� 1 1

�
;

aèkoli zøejmì �
1 � 2
3 � 1

�
6=

�
2 1
4 2

�

1. øíjna 2007 42 Anna Kalousová: Úvod do algebry



3.2. Operaces maticemi 43

2. �
4 � 2

� 2 1

�
�
�

2 1
3 � 1

�
=

�
2 6

� 1 � 3

�
=

�
4 � 2

� 2 1

�
�
�

1 2
1 1

�
;

aèkoli zøejmì �
2 1
3 � 1

�
6=

�
1 2
1 1

�

Zmíníme seje¹tì o jedné þpodivnostíÿ násobení matic a to o existenci tzv. dìlitelù nuly, tedy nenulových matic,
jejich¾souèinemje nulová matice. Je to opìt nìco odli¹ného od násobení èísel,proto¾etam z rovnosti a � b = 0
plyne, ¾ea = 0 nebo b = 0.

3.2.15 Pøíklad �
� 1 2

2 � 4

�
�
�

2 4
1 2

�
=

�
0 0
0 0

�

3.2.16 Pozoro vání Vlastnosti násobení matic:

1. Násobení matic není komutativní.

2. Násobení matic je asociativní, to znamená,¾epro ka¾détøi matice A typu (m; n), B typu (n; p) a C typu
(p;s) platí

(A � B ) � C = A � (B � C):

3. Jednotková matice je neutrální vzhledem k násobení, to znamená,¾epro ka¾doumatici A typu (m; n)
platí

A � En = Em � A = A :

4. Násobení matic je distributivní vzhledemke sèítání, to znamená,¾e

(a) pro v¹echny matice A typu (m; n), B typu (n; p) a C typu (n; p) platí

A � (B + C) = A � B + A � C:

(b) pro v¹echny matice A typu (m; n), B typu (m; n) a C typu (n; p) platí

(A + B ) � C = A � C + B � C:

Dùkaz.

1. Ukázali jsme v pøíkladì 3.2.11.

2. Polo¾ímeG = A � B ; H = B � C; S = (A � B ) � C = G � C; T = A � (B � C) = A � H ; potom pro v¹echna
i = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; s platí

sij =
pX

k=1

gik ck j =
pX

k=1

 
nX

l =1

ail blk

!

ck j =
pX

k=1

nX

l =1

(ail blk ) ck j =
nX

l =1

pX

k=1

ail (blk ck j ) =

=
nX

l =1

ail

 
pX

k=1

blk ck j

!

=
nX

l =1

ail hlj = t ij

3. Polo¾ímeB = A � En a C = Em � A , potom pro v¹echna i = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; n platí

bij =
nX

k=1 ;k 6= j

aik � 0 + aij � 1 = aij

cij =
nX

k=1 ;k 6= i

0 � ak j + 1 � aij = aij
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4. (a) Polo¾ímeG = A � (B + C); H = A � B + A � C; potom pro v¹echna i = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; p
platí

gij =
nX

k=1

aik � (bk j + ck j ) =
nX

k=1

(aik bk j + aik ck j ) =
nX

k=1

aik bk j +
nX

k=1

aik ck j = hij

(b) Polo¾ímeG = (A + B ) � C; H = A � C + B � C; potom pro v¹echna i = 1; 2; : : : ; m a j = 1; 2; : : : ; p
platí

gij =
nX

k=1

(aik + bik ) � ck j =
nX

k=1

(aik ck j + bik ck j ) =
nX

k=1

aik ck j +
nX

k=1

bik ck j = hij

-,

3.2.17 Poznámk a Díky distributivitì násobení vzhledem ke sèítání mù¾emematice þroznásobovatÿ a þvyt ý-
katÿ. Pøivyt ýkání ale musímerozli¹ovat, zda vyt ýkámepøed anebo za závorku. Díky asociativitì násobení matic
nemusímepsát závorky a mù¾emede�novat mocniny matic.

3.2.18 De�nice Mocniny matic: Polo¾meA 0 = E a dále de�n ujme A n = A � A n � 1 pro v¹echna pøirozená
èíslan.

Mù¾emetaké uva¾ovat o tom, zda lze matice nìjakým zpùsobem dìlit. Opìt je to ponìkud slo¾itìj¹í, jak
naznaèujípøíklady3.2.14a 3.2.15.þDìleníÿ matic souvisíspojmem inversní matice, kterému sebudemevìnovat
v 5. kapitole, a¾proberemepojem determinantu.

3.2.19 Tvrzení Nech»A a B jsou matice typu (m; n), C je matice typu (n; p) a � je reálnéèíslo.Potom platí

1. (A + B )T = A T + B T

2. (� � A )T = � � A T

3. (A � C)T = CT � A T

Dùkaz.

1.

(A + B )T =

0

B
B
B
@

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am 1 am 2 : : : amn

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

b11 b12 : : : b1n

b21 b22 : : : b2n
...

...
. . .

...
bm 1 bm 2 : : : bmn

1

C
C
C
A

1

C
C
C
A

T

=

=

0

B
B
B
@

a11 + b11 a12 + b12 : : : a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 : : : a2n + b2n
...

...
. . .

...
am 1 + bm 1 am 2 + bm 2 : : : amn + bmn

1

C
C
C
A

T

=

0

B
B
B
@

a11 + b11 a21 + b21 : : : am 1 + bm 1

a12 + b12 a22 + b22 : : : am 2 + bm 2
...

...
. . .

...
a1n + b1n a2n + b2n : : : amn + bmn

1

C
C
C
A

=

=

0

B
B
B
@

a11 a21 : : : am 1

a12 a22 : : : am 2
...

...
. . .

...
a1n a2n : : : amn

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

b11 b21 : : : bm 1

b12 b22 : : : bm 2
...

...
. . .

...
b1n b2n : : : bmn

1

C
C
C
A

= A T + B T

2.

(� � A )T =

0

B
B
B
@

�a 11 �a 12 : : : �a 1n

�a 21 �a 22 : : : �a 2n
...

...
. . .

...
�a m 1 �a m 2 : : : �a mn

1

C
C
C
A

T

=

0

B
B
B
@

�a 11 �a 21 : : : �a m 1

�a 12 �a 22 : : : �a m 2
...

...
. . .

...
�a 1n �a 2n : : : �a mn

1

C
C
C
A

= � � A T
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3. OznaèmeF = A � C, G = (A � C)T a H = CT � A T . Potom prvek gij = f j i získáme tak, ¾evynásobíme
j -tý øádekmatice A a i -tý sloupec matice C, tedy

gij = f j i = aj 1 � c1i + aj 2 � c2i + � � � + aj n � cni = c1i � aj 1 + c2i � aj 2 + � � � + cni � aj n = hij ;

nebo»to odpovídá vynásobení i -tého øádkumatice C T a j -tého sloupce matice A T .

-,

3.2.20 Tvrzení Nech» A je matice typu (m; n), B je matice typu (n; p) a � je reálné èíslo.Potom

� � (A � B ) = (� � A ) � B = A � (� � B ):

Dùkaz. Nech» A = (aij ); B = (bj k ) . Oznaème

C = � � (A � B ); D = (� � A ) � B ; F = A � (� � B ):

Potom pro v¹echna i = 1; 2; : : : ; m a k = 1; 2; : : : ; p platí

cik = � �
nX

j =1

aij bj k =
nX

j =1

� � (aij � bj k ) =
nX

j =1

(� � aij ) � bj k = dik

a také

cik = � �
nX

j =1

aij bj k =
nX

j =1

� � (aij � bj k ) =
nX

j =1

(� � aij ) � bj k =
nX

j =1

(aij � � ) � bj k =
nX

j =1

aij � (� � bj k ) = f ik ;

proto¾e� , aij a bj k jsou reálná èíslaa násobení reálých èíselje asociativní, komutativní a distributivní vzhledem
ke sèítání. -,

3.3 Elemen tární transformaèní matice

V této èásti si tro chu hloubìji probereme,co sevlastnì s maticemi pøi násobení dìje.

3.3.1 Pøíklad Mìjme matice A a B takové, ¾emù¾emespoèítat A � B . Napøíklad

A =

0

@
1 0 � 1 1
2 � 1 1 0
0 1 � 1 � 1

1

A a B =

0

B
B
@

1 � 1
2 0

� 1 1
0 1

1

C
C
A

OznaèmeC = A � B . Jak vypadá první øádek matice C? To vezmemeprvní øádekmatice A a postupnì ho
pronásobímeprvním a druhým sloupcem matice B . Máme

c11 = 1 � 1 + 0 � 2 + (� 1) � (� 1) + 1 � 0 = 2; c12 = 1 � (� 1) + 0 � 0 + (� 1) � 1 + 1 � 1 = � 1

Analogicky, kdy¾chcemespoèítat, co je ve druhém øádku matice C, staèívzít druhý øádekmatice A a postupnì
ho pronásobit sloupci matice B .

c21 = 2 � 1 + (� 1) � 2 + 1 � (� 1) + 0 � 0 = � 1; c22 = 2 � (� 1) + (� 1) � 0 + 1 � 1 + 0 � 1 = � 1

Stejné je to i pro tøetí øádekmatice C - tøetí øádekmatice A postupnì pronásobímesloupci matice B .

c31 = 0 � 1 + 1 � 2 + (� 1) � (� 1) + (� 1) � 0 = 3; c32 = 0 � (� 1) + 1 � 0 + (� 1) � 1 + (� 1) � 1 = � 2
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Co kdy¾nás bude zajímat první sloupec matice C? Ten získáme tak, ¾eprvní sloupec matice B postupnì
pronásobímeprvním, druhým a tøetím øádkem matice A .

c11 = 1 � 1 + 0 � 2 + (� 1) � (� 1) + 1 � 0 = 2; c21 = 2 � 1 + (� 1) � 2 + 1 � (� 1) + 0 � 0 = � 1;

c31 = 0 � 1 + 1 � 2 + (� 1) � (� 1) + (� 1) � 0 = 3

Podobnì druhý sloupec matice C získáme tak, ¾edruhý sloupec matice B postupnì pronásobímejednotlivými
øádkymatice A .

c12 = 1 � (� 1) + 0 � 0 + (� 1) � 1 + 1 � 1 = � 1; c22 = 2 � (� 1) + (� 1) � 0 + 1 � 1 + 0 � 1 = � 1;

c32 = 0 � (� 1) + 1 � 0 + (� 1) � 1 + (� 1) � 1 = � 2

Z pøíkladu je patrné, ¾ek získání i -tého øádku souèinu dvou matic staèí znát jen i -tý øádekmatice nalevo
(a samozøejmìv¹echny sloupce matice napravo, tj. celou tuto matici). Ostatní øádkymatice nalevo sena tom
øádkunijak nepodílejí. Analogicky k získání j -tého sloupcesouèinu nám (kromì znalosti matice nalevo) staèíznát
jen j -tý sloupec matice napravo. Zkusme nyní zleva násobit nìjak ou matici rùznými typy øádkùa zkoumejme,
jak vypadá výsledný øádek.

3.3.2 Pøíklady Pro na¹e þzkoumáníÿ jsem vybrala matici

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A

1. Vynásobímenejprve matici A øádkem (1; 0; 0).

(1; 0; 0) �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A = (a + 0 + 0; b+ 0 + 0; c + 0 + 0) = (a; b;c)

Je vidìt, ¾evýsledný øádekje roven prvnímu øádkumatice A .

2. Vynásobmenyní matici A øádkem (0; 1; 0).

(0; 1; 0) �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A = (0 + d + 0; 0 + e + 0; 0 + f + 0) = (d;e;f )

Získali jsme druhý øádekmatice A . Kdy¾budemenásobit øádkem (0; 0; 1), získáme tøetí øádekmatice A
(vyzkou¹ejte).

3. Vynásobmenyní matici A øádkem (0; 0; 2).

(0; 0; 2) �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A = (0 + 0 + 2g; 0 + 0 + 2h; 0 + 0 + 2i ) = (2g; 2h; 2i )

Získali jsme dvojnásobek tøetího øádku. Analogicky mù¾emezískat tøebapìtinásob ek tøetího øádkuvy-
násobením øádkem (0; 0; 5) nebo tro jnásobek prvního øádkuvynásobením øádkem (3; 0; 0) (opìt mù¾ete
vyzkou¹et).

4. Násobmenyní matici A øádkem (2; 1; 0).

(2; 1; 0) �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A = (2a + d + 0; 2b+ e+ 0; 2c + f + 0) = (2a + d;2b+ e;2c+ f )

Tento øádekzískáme tak, ¾eke druhému øádkumatice A pøiètemedvojnásobek jejího prvního øádku.
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5. Násobmenyní matici A øádkem (� 1; 0; 1).

(� 1; 0; 1) �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A = (� a + 0 + g; � b+ 0 + h; � c + 0 + i ) = (� a + g; � b+ h; � c+ i )

Tento øádekzískáme tak, ¾eod tøetího øádkumatice A odeètemejejí první øádek.

6. Kdy¾matici A vynásobímeøádkem(�; � ; 
 ), znamenáto, ¾eseèteme� -násobekprvního øádkus� -násobkem
druhého øádkua 
 -násobkem tøetího øádkumatice A .

3.3.3 Pøíklady Zkusmenyní matici A násobit zleva maticemi, jejich¾øádkybudou nìkteré øádkyz pøedchozích
pøíkladù.

1. 0

@
0 0 2
2 1 0
1 0 0

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
2g 2h 2i

2a + d 2b+ e 2c + f
a b c

1

A

2. 0

@
0 1 0
3 0 0

� 1 0 1

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
d e f

3a 3b 3c
� a + g � b+ h � c + i

1

A

Z uvedených pøíkladù je patrné, ¾ekdy¾matici A násobímezleva nìjak ou maticí B , dìje se þcosiÿ s øádky
matice A . To þcosiÿzále¾ína tom, jaké øádky má matice B .

A jak to vypadá, kdy¾ matici násobíme zprava? Musíme tentokrát násobit jednotlivými sloupci (aby bylo
násobení de�nováno).

3.3.4 Pøíklady Budeme opìt násobit matici

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A

1. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
1
0
0

1

A =

0

@
a + 0 + 0
d + 0 + 0
g + 0 + 0

1

A =

0

@
a
d
g

1

A

Je vidìt, ¾evýsledný sloupec je roven prvnímu sloupci matice A .

2. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
0
1
0

1

A =

0

@
0 + b+ 0
0 + e+ 0
0 + h + 0

1

A =

0

@
b
e
h

1

A

Získali jsme druhý sloupec matice A . Èím musíme násobit matici A , abychom získali její tøetí sloupec?
Rozmyslete si.

3. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
0
0
2

1

A =

0

@
0 + 0 + 2c
0 + 0 + 2f
0 + 0 + 2i

1

A =

0

@
2c
2f
2i

1

A

Získali jsme dvojnásobek tøetího sloupce. Analogicky mù¾emezískat tøeba pìtinásob ek tøetího sloupce
nebo tro jnásobek prvního sloupce. (Èím budemenásobit? Promyslete si.)
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4. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
2
1
0

1

A =

0

@
2a + b+ 0c
2d + e+ 0
2g + h + 0

1

A =

0

@
2a + b
2d + e
2g + h

1

A

Tento sloupeczískámetak, ¾eke druhému sloupci matice A pøiètemedvojnásobek jejího prvního sloupce.

5. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
� 1

0
1

1

A =

0

@
� a + 0 + c
� d + 0 + f
� g + 0 + i

1

A =

0

@
� a + c
� d + f
� g + i

1

A

Tento sloupec získáme tak, ¾eod tøetího sloupce matice A odeètemejejí první sloupec.

3.3.5 Pøíklady Zkusmenyní matici A násobit zprava maticemi, jejich¾sloupcebudou nìkteré sloupcez pøed-
chozích pøíkladù.

1. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 2 1
0 1 0
2 0 0

1

A =

0

@
2c 2a + b a
2f 2d + e d
2i 2g + h g

1

A

2. 0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 3 � 1
1 0 0
0 0 1

1

A =

0

@
b 3a � a + c
e 3d � d + f
h 3g � g + i

1

A

Zøejmì sepøi násobení matice A zprava nìjak ou maticí B þcosiÿdìje s jejími sloupci. To þcosiÿnyní zále¾ína
tom, jaké jsou sloupcematice B .

Pøi práci s maticemi se èasto matice þupravujíÿ pomocí nìjakýc h øádkových nebo sloupcových úprav. Ty nej-
jednodu¹¹í úpravy senazývají elementární a jsou to

1. Pøehozenídvou øádkù.

2. Vynásobení libovolného øádkunenulovým reálným èíslem.

3. Pøiètenílibovolného násobkunìjak ého øádkuk jinému øádku.

To jsou elementární øádkové úpravy. Analogicky pro sloupce máme tyto elementární sloupcové úpravy

1. Pøehozenídvou sloupcù.

2. Vynásobení libovolného sloupce nenulovým reálným èíslem.

3. Pøiètenílibovolného násobkunìjak ého sloupce k jinému sloupci.

3.3.6 Pøíklady Pou¾itítìc hto úprav si mú¾emeukázat na nìk olika pøíkladech.

1. Mìjme matici

A =

0

@
1 2 � 1

� 1 0 2
2 2 � 2

1

A

a upravme ji nejdøíve tak, ¾eke druhému øádku pøiètemeprvní øádek.Tuto úpravu budem zapisovat
takto: R2 := R2 + R1. Potom ke tøetímu øádku pøièteme(� 2)-násobek prvního øádku, tedy vlastnì od
tøetího øádku þodeètemeÿdvojnásobek prvního øádku. Opìt to mù¾emesymbolicky zapsat, dostaneme
R3 := R3 � 2 � R1. Pøi tìc hto úpravách jsou vzniklé matice urèitým zpùsobem ekvivalentní (pozdìji se
dozvíte, ¾etyto úpravy nemìní hodnost matice), proto mezi pùvodní a upravenou matici budeme psát
symbol � . Máme tedy
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A =

0

@
1 2 � 1

� 1 0 2
2 2 � 2

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 2 1
2 2 � 2

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 2 1
0 � 2 0

1

A

Získali jsme matici, která má v prvním sloupci ve v¹ech øádcích kromì prvního saménuly. Zkusme upra-
vovat dále. Pøiètìmì nyní ke tøetímu øádkuøádekdruhý, tedy R3 := R3 + R2. Máme

A �

0

@
1 2 � 1
0 2 1
0 � 2 0

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 2 1
0 0 1

1

A

Získali jsme matici, která má þpod èleny aii ÿ saménuly (øíká se jí horní trojúhelníková matice, proto¾e
þpotenciálnìÿ nenulové èleny tvoøí tro júhelník v horním rohu matice). Na horní tro júhelníkové budeme
matice upravovat velmi èasto.Postup, který jsme si tady ukázali, si popí¹emev následujících odstavcích.
Upravujme na¹i matici je¹tì dále. Odeètìme od druhého øádku tøetí øádeka potom k prvnímmu øádku
pøiètìme tøetí øádek.Symbolicky zapí¹emeR2 := R2 � R3 a R1 := R1 + R3. Získáme

A �

0

@
1 2 � 1
0 2 1
0 0 1

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 2 0
0 0 1

1

A �

0

@
1 2 0
0 2 0
0 0 1

1

A

Odeètìme je¹tì od prvního øádkudruhý øádek(R1 := R1 � R2) a potom druhý øádekvynásobmepolovinou
(R2 := 1

2 � R2).

A �

0

@
1 2 0
0 2 0
0 0 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 2 0
0 0 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

Získali jsme jednotkovou matici. Tento postup budeme vyu¾ívat pøedev¹ímpøi výpoètu inversní matice.
Ne ka¾doumatici ale mù¾emetakto upravit a¾na jednotkovou.

2. Mìjme matici

B =

0

@
0 2 � 1 1

� 1 0 1 2
2 1 � 2 � 1

1

A

Pøehodíme nejprve první a druhý øádek(R1  ! R2) a potom ke tøetímu øádku pøiètemedvojnásobek
prvního (pùvodné druhého) øádku(R3 := R3 + 2 � R1). Máme

B =

0

@
0 2 � 1 1

� 1 0 1 2
2 1 � 2 � 1

1

A �

0

@
� 1 0 1 2

0 2 � 1 1
2 1 � 2 � 1

1

A �

0

@
� 1 0 1 2

0 2 � 1 1
0 1 0 3

1

A

Pøehodímenyní druhý a tøetíøádek(R2  ! R3) a potom od tøetíhoøádkuodeètemedvojnásobekdruhého
øádku(R3 := R3 � 2 � R2). Máme

B �

0

@
� 1 0 1 2

0 2 � 1 1
0 1 0 3

1

A �

0

@
� 1 0 1 2

0 1 0 3
0 2 � 1 1

1

A �

0

@
� 1 0 1 2

0 1 0 3
0 0 � 1 � 5

1

A

þPotenciálnìÿ nenulové èleny této matice sice netvoøí pøímo tro júhelník, ale základní vlastnost horní
tro júhelníkové matice, tedy nulovost èlenù þpod èleny aii ÿ, je splnìna. I této matici budeme øíkat horní
trojúhelníkovámatice.
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3. Mìjme matici

A =

0

@
1 2 � 1

� 1 � 2 2
2 3 � 1

1

A

Nyní opìt pøiètemek druhému øádkuprvní øádek(R2 := R2 + R1) a od tøetího odeètemedvojnásobek
prvního øádku(R3 := R3 � 2 � R1).

A =

0

@
1 2 � 1

� 1 � 2 2
2 3 � 1

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 0 1
2 3 � 1

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 0 1
0 � 1 1

1

A

V takto získané matici pøehodíme druhý a tøetí øádeka získáme opìt horní tro júhelníkovou matici.

A �

0

@
1 2 � 1
0 0 1
0 � 1 1

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 � 1 1
0 0 1

1

A

Tu mù¾emeje¹tì úpravami þzpìtného choduÿ (R2 := R2 � R3, R1 := R1 + R3 a následnì R1 := R1 + 2� R2

a R2 := � R2) upravit opìt na jednotkovou matici.

A �

0

@
1 2 � 1
0 � 1 1
0 0 1

1

A �

0

@
1 2 � 1
0 � 1 0
0 0 1

1

A �

0

@
1 2 0
0 � 1 0
0 0 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 � 1 0
0 0 1

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

To, co jsme si ilustrovali na pøedchozích pøíkladech, nyní popí¹emepøesnìji.

3.3.7 De�nice Øekneme,¾ematice A typu (m; n) je horní trojúhelníková, jestli¾eaij = 0 pro v¹echna i > j .
Øekneme,¾ematice A typu (m; n) je dolní trojúhelníková, jestli¾eaij = 0 pro v¹echna i < j .

Ka¾doumatici mù¾emepomocí øádkových úprav pøevést na horní tro júhelníkovou matici. Popí¹emesi po-
stup, jak to mù¾emeudìlat.

Nejprve se pomocí øádkových úprav pokusíme pøevést do ¾ádanéhotvaru první sloupec matice. Pokud je
prvek a11 rùzný od nuly, pøiètemek druhému øádku � a21

a11
-násobek prvního øádku. Tím se ve druhém øádku

prvního sloupce objeví nula. Podobnì postupujeme i u dal¹ích øádkù, v¾dyk i -tému øádku pøièteme� a i 1
a11

-
násobek prvního øádku.První sloupec teï má v prvním øádkuprvek a11, v ostatních øádcích jsou nuly. Kdyby
prvek a11 byl roven nule, pøehodili bychom první øádeks nìkterým øádkem, který v prvním sloupci nemá nulu,
a dále bychom postupovali stejnì jako pøedtím.Pokud by ¾ádný takový øádekneexistoval (v prvním sloupci by
byly saménuly), vùbec bychom první sloupec neupravovali a pokraèovali bychom úpravami druhého sloupce.

Nyní u¾si nebudemev¹ímat prvního øádku ani prvního sloupce a budeme analogicky upravovat druhý
sloupec. Pokud je prvek a22 rùzný od nuly, pøiètemek dal¹ím øádkùmv¾dy� a i 2

a22
-násobek druhého øádku.Tím

máme ve druhém sloupci pod prvkem (a22) samé nuly. Pokud by a22 byl roven nule, zasebychom pøehodili
druhý øádeks nìkterým jiným (ale ne prvním), ve kterém by v druhém slopci byl nenulový prvek. Pokud by
v¹echny prvky byly nulové, druhý sloupec bychom neupravovali. Analogicky postupujeme v dal¹ích sloupcích.

Samozøejmìje pøíjemné,kdy¾prvky na pozicích (i; j ) jsou jednièky, proto¾epak odeèítámev¾dyjen aij -
násobek j -tého øádku(a ne a ij

a j j
-násobek). Ne v¾dytomu tak ale je. Mù¾emesi pak pomoci nìjak ou øádkovou

úpravou. Tøebapøehozenímøádkùnebo pøiètenímnìjak ého násobku øádku.

3.3.8 Pøíklady Na nìk olika dal¹ích pøíkladech si uká¾emeprùbìh úprav na horní tro júhelníkovou matici. Je
samozøejmìmo¾nétyto matice upravovat i jiným zpùsobem. Výsledek není dán jednoznaènì. Snad by sedalo
øíci,¾esi v¾dyuká¾emejeden z þrozumných postupùÿ.
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1. Matici A upravte na horní tro júhelníkovou.

A =

0

@
0 2 2 1

� 2 1 1 � 1
2 1 � 1 � 2

1

A

a11 = 0, proto pøehodíme první a druhý øádek(R1  ! R2). Potom ke tøetímu øádkupøiètemeten nový
první øádek(R3 := R3 + R1). Tím þvynulujemeÿ první sloupec.

A =

0

@
0 2 2 1

� 2 1 1 � 1
2 1 � 1 � 2

1

A �

0

@
� 2 1 1 � 1

0 2 2 1
2 1 � 1 � 2

1

A �

0

@
� 2 1 1 � 1

0 2 2 1
0 2 0 � 3

1

A

Nyní jen od tøetího øádkuodeètemedruhý (R3 := R3 � R2) a matice je upravená.

A �

0

@
� 2 1 1 � 1

0 2 2 1
0 2 0 � 3

1

A �

0

@
� 2 1 1 � 1

0 2 2 1
0 0 � 2 � 4

1

A

2. Matici A upravte na horní tro júhelníkovou.

A =

0

B
B
@

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A

V prvním øádku opìt v prvním sloupci nemáme jednièku. Kdy¾ ale k prvnímu øádku pøiètemedruhý
øádek(pøípadnì odeètemetøetí), u¾tam jednièka bude. První úprava tedy bude pøiètenídruhého øádku
k prvnímu (R1 := R1 + R2), potom ji¾upravujeme standardnì. K druhému øádkupøiètemedvojnásobek
prvního øádku(R2 := R2 + 2R1), od tøetíhoodeètemedvojnásobek prvního øádku(R3 := R3 � 2R1) a od
ètvrtého odeètemetro jnásobek prvního øádku(R4 := R4 � 3R1).

A =

0

B
B
@

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 0 4 3
2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 0 4 3
0 3 � 1 � 3
3 1 � 1 0

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 0 4 3
0 3 � 1 � 3
0 4 � 4 � 3

1

C
C
A

Vedruhém sloupci mámezasena hlavní diagonálenulu. Ani v jiných øádcích druhéhosloupcenení jednièka.
Ale kdy¾od ètvrtého øádku odeèteme tøetí, budeme mít ve ètvrtém øádku druhého sloupce jednièku
(R4 := R4 � R3). Pak pøehodíme druhý a ètvrt ý øádekR2  ! R4 a nakonecod tøetího øádkuodeèteme
tro jnásobek druhého øádku(R3 := R3 � 3R2).

A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 0 4 3
0 3 � 1 � 3
0 4 � 4 � 3

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 0 4 3
0 3 � 1 � 3
0 1 � 3 0

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 3 � 1 � 3
0 0 4 3

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 0 8 � 3
0 0 4 3

1

C
C
A

Pøehodíme je¹tì tøetí a ètvrt ý øádekR3  ! R4 a potom od ètvrtého øádkuodeètemedvojnásobek tøetího
øádku(R4 := R4 � 2R3).
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A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 0 8 � 3
0 0 4 3

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 0 4 3
0 0 8 � 3

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 0 4 3
0 0 0 � 9

1

C
C
A

3. Matici A upravte na horní tro júhelníkovou.

A =

0

B
B
@

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
0 3 � 3 4

1

C
C
A

V prvním øádkuprvního sloupcemámejednièku, tak jen od druhéhoøádkuodeètemedvojnásobek prvního
øádku(R2 := R2 � 2R1) a ke tøetímu první øádekpøièteme(R3 := R3 + R1).

A =

0

B
B
@

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
0 3 � 3 4

1

C
C
A �

0

B
B
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1 2 � 1 0
0 � 3 3 � 1

� 1 1 � 2 2
0 3 � 3 4

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 2 � 1 0
0 � 3 3 � 1
0 3 � 3 2
0 3 � 3 4

1

C
C
A

Ve druhém sloupci máme na diagonále èíslo � 3, ale v dal¹ích øádcích tohoto sloupce jsou jeho násobky.
Staèí tedy ke tøetímu a ètvrtému øádkudruhý øádekpøièíst(R3 := R3 + R2; R4 := R4 + R2).

A �

0

B
B
@

1 2 � 1 0
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0 3 � 3 2
0 3 � 3 4
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C
C
A �

0
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1
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1

C
C
A

Èasto seúpravy zapisují úspornìji. Zapisujesea¾úprava celých sloupcù. Tøebaposlednípøíkladbychom zapsali
jenom

A =

0

B
B
@

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
0 3 � 3 4

1

C
C
A �

0

B
B
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1 2 � 1 0
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0 3 � 3 2
0 3 � 3 4

1

C
C
A �

0

B
B
@

1 2 � 1 0
0 � 3 3 � 1
0 0 0 1
0 0 0 3

1

C
C
A

Pøi jakémkoli þzkracováníÿ zápisuale musímedávat pozor, abychom pracovali s aktuálními øádky. Napøíkladve
druhém pøíkladu by nìk oho mohlo napadnout, ¾eod ètvrtého øádkuodeèteprvní (tím získá nulu v posledním
øádku), potom ke druhému pøiète tøetí (tím získá nulu ve druhém øádku) a nakonec ke tøetímu øádku pøiète
druhý (a tím získá nulu ve tøetím øádku). První dvì úpravy byly v poøádku,ale tu tøetí takto provést nejde,
proto¾edruhý øádeku¾je upravený a má v prvním sloupci nulu. Nemù¾emepracovat s neupraveným øádkem.
Toto je velmi èastáchyba, které seurèitì nedopustíte, budete-li v¹chny úpravy dìlat tak, ¾ek øádkùmbudete
pøièítat nìjaký násobek prvního (pokud chceteþvynulovatÿ první sloupec) øádku.Proto je tak výhodné nejprve
matici upravit tak, aby v levém horním rohu (prvek a11) byla jednièka. Pokud upravujete druhý sloupec, je
dobré pøièítat násobky druhého øádkuatd.

Proto¾esi budemechtít ukázat, jak souvisí tyto úpravy s násobením matic urèitými speciálními maticemi (øíká
se jim elementární transformaèní matice), popí¹eme si elementární úpravy pøesnìji (þpojmenujemeÿ si øádky,
resp. sloupce, . . . )

3.3.9 De�nice Elementárními øádkovými úpravami jsou

1. Pøehozeníi -tého a j -tého øádku.

2. Vynásobení i -tého øádkunenulovým reálným èíslem� .

3. Pøiètení� -násobku i -tého øádkuk j -tému øádku,kde � 2 R.
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Elementárními sloupcovýmiúpravami jsou

1. Pøehozeníi -tého a j -tého sloupce.

2. Vynásobení i -tého sloupce nenulovým reálným èíslem� .

3. Pøiètení� -násobku i -tého sloupce k j -tému sloupci, kde � 2 R.

3.3.10 De�nice Elementární transformaèní matice jsou matice, které vznikly z jednotkové matice nìkterou
elementární øádkovou nebo sloupcovou úpravou.

3.3.11 Poznámk a Pokud elementární transformaèní matice vznikla nìjak ou elementární øádkovou úpravou,
vznikla i nìjak ou elementární sloupcovou úpravou a naopak. Napøíklad vznikla-li matice pøehozenímdruhého
a tøetíhoøádkuv jednotkové matici, vznikla také pøehozenímdruhého a tøetíhosloupce této matice. Vynásobe-
ním druhého øádkujednotkové matice èíslem5 získámetoté¾,co vynásobením druhého sloupceèíslem5. A kdy¾
k druhému øádku jednotkové matice pøiètemedvojnásobek ètvrtého øádku,získáme stejnou matici, jako kdy¾
ke ètvrtému sloupci jednotkové matice pøiètemedvojnásobek druhého sloupce.

Zamysleme se nyní nad tím, jak se zmìní matice, vynásobíme-li ji zleva nebo zprava nìjak ou elementární
transformaèní maticí.

3.3.12 Pøíklady Uva¾ujmeopìt matici

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A

Násobmeji nejprve zleva.

1. Nejprve vynásobíme tuto matici maticí T 1 , která vznikla z jednotkové pøehozenímprvního a druhého
øádku,tedy

T 1 =

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A

Polo¾meC = T 1 � A . První øádekmatice C získámetak, ¾eprvním øádkem matice T 1 postupnì násobíme
jednotlivé sloupce matice A . Zøejmì dostanemedruhý øádekmatice A . Druhý øádekmatice C získáme
analogicky, kdy¾pou¾ijemedruhý øádekmatice T 1 . Zøejmì jen opí¹emeprvní øádekmatice A . Ve tøetím
øádkumatice C bude tøetí øádekmatice A . Platí tedy

T 1 � A =

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
d e f
a b c
g h i

1

A

Je vidìt, ¾ematice C seod matice A li¹í jen tím, ¾emá pøehozenéprvní dva øádky. Analogicky, kdybychom
matici A násobili zleva maticí, která vznikla z jednotkové pøehozenímdruhého a tøetího øádku,získáme
matici, která vznikla z matice A pøehozenímdruhého a tøetíhoøádku.Obecnì lze øíci,¾ekdy¾libovolnou
matici násobímezleva maticí, která vznikla z jednotkovépøehozeními -tého a j -tého øádku,získámematici,
která vznikla z pùvodní pøehozeními -tého a j -tého øádku.

2. Nyní vynásobímematici A maticí T 2 , která vznikla z jednotkové vynásobením tøetíhoøádkudvìma, tedy

T 2 =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A

Polo¾meC = T 2 � A . První dva øádkymatice C budou stejné jako první dva øádkymatice A . Ve tøetím
øádkumatice C bude dvojnásobek tøetího øádkumatice A . Platí tedy
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T 2 � A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A �

0

@
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d e f
g h i

1

A =

0

@
a b c
d e f

2g 2h 2i

1

A

Je vidìt, ¾ematice C se od matice A li¹í jen tím, ¾emá ve tøetím øádku dvojnásobek tøetího øádku
matice A . Obecnì, kdy¾libovolnou matici násobímezleva maticí, která vznikla z jednotkové vynásobením
i -tého øádku nenulovým reálným èíslem, získáme matici, která vznikla z pùvodní vynásobením i -tého
øádkutímto reálným èíslem.

3. Nakonecvynásobímematici A maticí T 3 , která vznikla z jednotkové tak, ¾ejsme k prvnímu øádkupøièetli
tro jnásobek tøetího øádku,tedy

T 3 =

0

@
1 0 3
0 1 0
0 0 1

1

A

Polo¾meC = T 3 � A . Druhý a tøetí øádekmatice C budou stejné jako druhý a tøetí øádekmatice A .
V prvním øádkumatice C bude souèetprvního a tro jnásobku tøetího øádkumatice A . Platí tedy

T 3 � A =

0

@
1 0 3
0 1 0
0 0 1

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
a + 3g b+ 3h c + 3i

d e f
g h i

1

A

Je vidìt, ¾ematice C se od matice A li¹í jen tím, ¾emá v prvním øádkusouèetprvního a tro jnásobku
tøetíhoøádkumatce A . Obecnì, kdy¾libovolnou matici násobímezleva maticí, která vznikla z jednotkové
pøiètením � -násobku j -tého øádku k øádku i -tému, získáme matici, která vznikla z pùvodní pøiètením
� -násobku j -tého øádkuk øádkui -tému.

Nyní budemematici A násobit transformaèními maticemi zprava.

1. Nejprve vynásobíme matici A maticí T 1 , která vznikla z jednotkové pøehozenímprvního a druhého
sloupce, tedy

T 1 =

0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A

Polo¾meC = A � T 1 . První sloupec matice C získáme tak, ¾epostupnì vynásobíme jednotlivé øádky
matice A prvním sloupcem matice T 1 . Zøejmì dostanemedruhý sloupec matice A . Analogicky získáme
druhý sloupec matice C, kdy¾pou¾ijemedruhý sloupec matice T 1 . Zøejmì jen opí¹eme první sloupec
matice A . Ve tøetím sloupci matice C bude tøetí sloupec matice A . Platí tedy

A � T 1 =

0
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a b c
d e f
g h i

1
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1
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1
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Je vidìt, ¾ematice C se od matice A li¹í jen tím, ¾emá pøehozenéprvní dva sloupce. Analogicky,
kdybychom matici A násobili zprava maticí, která vznikla z jednotkové pøehozenímdruhého a tøetího
sloupce, získáme matici, která vznikla z matice A pøehozenímdruhého a tøetího sloupce. Obecnì lze øíci,
¾ekdy¾libovolnou matici násobímezprava maticí, která vznikla z jednotkové pøehozeními -tého a j -tého
sloupce, získáme matici, která vznikla z pùvodní pøehozeními -tého a j -tého sloupce.

2. Nyní vynásobímematici A maticí T 2 , která vznikla z jednotkové vynásobením tøetího sloupce dvìma,
tedy

T 2 =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A

Polo¾meC = A � T 2 . První dva sloupce matice C budou stejné jako první dva sloupce matice A . Ve
tøetím sloupci matice C bude dvojnásobek tøetího sloupce matice A . Platí tedy
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T 2 � A =

0
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Je vidìt, ¾ematice C se od matice A li¹í jen tím, ¾emá ve tøetím sloupci dvojnásobek tøetího sloupce
matice A . Obecnì, kdy¾libovolnou matici násobímezprava maticí, která vznikla z jednotkovévynásobením
i -tého sloupce nenulovým reálným èíslem,získáme matici, která vznikla z pùvodní vynásobením i -tého
sloupce tímto reálným èíslem.

3. Nakonec vynásobíme matici A maticí T 3 , která vznikla z jednotkové tak, ¾ejsme k prvnímu sloupci
pøièetli tro jnásobek tøetího sloupce, tedy

T 3 =

0

@
1 0 0
0 1 0
3 0 1

1

A

Polo¾meC = A � T 3 . Druhý a tøetí sloupec matice C budou stejné jako druhý a tøetí sloupec matice A .
V prvním sloupci matice C bude souèetprvního sloupce a tro jnásobku tøetího sloupce matice A . Platí
tedy

A � T 3 =

0
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Je vidìt, ¾ematice C seod matice A li¹í jen tím, ¾emá v prvním sloupci souèetprvního a tro jnásobku
tøetího sloupce matice A . Obecnì, kdy¾libovolnou matici násobímezprava maticí, která vznikla z jed-
notkové pøiètením � -násobku j -tého sloupce k sloupci i -tému, získáme matici, která vznikla z pùvodní
pøiètením� -násobku j -tého sloupce k sloupci i -tému.

3.3.13 Tvrzení Násobíme-li libovolnou matici zleva nìjak ou elementární transformaèní maticí, získáme ma-
tici, která vznikla z pùvodní matice stejnou øádkovou úpravou, jakou vznikla transformaèní matice z matice
jednotkové.
Násobíme-li libovolnou matici zprava nìjak ou elementární transformaèní maticí, získáme matici, která vznikla
z pùvodní matice stejnou sloupcovou úpravou, jakou vznikla transformaèní matice z matice jednotkové.

Pøedchozí tvrzení vlastnì øíká, ¾enásobení zleva nìjak ou elementární transformaèní maticí odpovídá nìjak á
elementární øádková úprava a násobení zprava nìjak ou elementární transformaènímaticí odpovídá nìjak á sloup-
cová úprava. Mù¾emeje ale také obrátit a ka¾douelementární úpravu provést jako násobení (zleva nebo zprava)
nìjak ou elementární transformaèní maticí. O tom hovoøínásledující tvrzení.

3.3.14 Tvrzení Nech» matice B vznikla z matice A nìjak ou elementární øádkovou úpravou. Potom existuje
elementární transformaèní matice T taková, ¾eB = T � A .
Nech» matice B vznikla z matice A nìjak ou elementární sloupcovou úpravou. Potom existuje elementární
transformaèní matice T taková, ¾eB = A � T .

Dùkaz. Pro øádkovéúpravy násobímematici zleva elementární transformaènímaticí, která vznikla z jednotkové
po¾adovanou elementární øádkovou úpravou.
Pro sloupcové úpravy násobímematici zprava elementární transformaèní maticí, která vznikla z jednotkové
po¾adovanou elementární sloupcovou úpravou. -,

3.3.15 Pøíklady Uva¾ujmeelementární øádkové a sloupcové úpravy matice

A =
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@
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d e f
g h i

1

A :
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1. Nejprve pøehodíme první a tøetí øádek.Tomu odpovídá násobení zleva maticí
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0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
g h i
d e f
a b c

1

A :

2. Nyní vynásobímedruhý øádekèíslem3. Tomu odpovídá násobení zleva maticí

T =

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 1

1

A ; proto¾e

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 1

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
a b c

3d 3e 3f
g h i

1

A :

3. Nakonecke tøetímu øádkupøiètemedvojnásobek druhého øádku.Tomu odpovídá násobení zleva maticí

T =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 2 1

1

A ; proto¾e

0

@
1 0 0
0 1 0
0 2 1

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
a b c
d e f

g + 2d h + 2e i + 2f

1

A :

4. Nejprve pøehodíme první a tøetí sloupec. Tomu odpovídá násobení zprava maticí

T =

0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A ; proto¾e

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1

A =

0

@
c b a
f e d
i h g

1

A :

5. Nyní vynásobímedruhý sloupec èíslem3. Tomu odpovídá násobení zprava maticí

T =

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 1

1

A ; proto¾e

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 1

1

A =

0

@
a 3b c
d 3e f
g 3h i

1

A :

6. Nakonecketøetímu sloupci pøiètemedvojnásobekdruhéhosloupce.Tomu odpovídá násobenízprava maticí

T =

0

@
1 0 0
0 1 2
0 0 1

1

A ; proto¾e

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
1 0 0
0 1 2
0 0 1

1

A =

0

@
a b c + 2b
d e f + 2e
g h i + 2h

1

A :

3.3.16 Poznámk a V pøedchozích pøíkladech jsme transformaèními maticemi v¾dynásobili ètvercovou matici.
Bylo to proto, abychom mohli násobit zprava i zleva. Podobnì lze ale násobit i matice obdélníkové, napø.

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 1

1

A �

0

@
a b
c d
e f

1

A =

0

@
a b

3c 3d
e f

1

A ; druhý øádekvynásobený tøemi:

�
a b c
d e f

�
�

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 1

1

A =
�

a 3b c
d 3e f

�
; druhý sloupec vynásobený tøemi:

3.4 Cvièení

1. Spoètìte A � B , jestli¾e

(a)

A =

0

@
1 � 1 2
2 1 0
1 2 � 1

1

A ; B =

0

@
0 � 1 1
2 1 � 1

� 1 2 2

1

A
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3.4. Cvièení 57

(b)

A =

0

@
2 1 1
1 � 1 0
0 1 1

1

A ; B =

0

@
1 2 � 1
2 1 1
1 2 � 2

1

A

(c)

A =

0

@
1 � 1 0
0 1 1
2 � 1 1

1

A ; B =

0

@
1 � 1 2
2 1 2

� 2 1 1

1

A

(d)

A =

0

B
B
@

1 2 0
� 1 1 1

1 1 � 1
0 1 1

1

C
C
A ; B =

0

@
1 1 2

� 1 1 1
0 2 � 1

1

A

(e)

A =

0

B
B
@

2 1 0
0 1 � 1
1 � 1 0
1 1 0

1

C
C
A ; B =

0

@
1 1 � 1 2
2 1 0 1
1 2 1 2

1

A

(f )

A =

0

@
1 2 1

� 1 0 1
1 � 1 0

1

A ; B =

0

@
1 2 � 1 1
2 1 0 � 2
2 1 1 2

1

A

(g)

A =

0

@
1 1 � 1 0

� 1 1 0 1
1 � 1 0 1

1

A ; B =

0

B
B
@

1 2 � 1 2
2 1 1 1
2 2 1 0
1 2 2 1

1

C
C
A

2. Spoètìte A 2 a A 3, jestli¾e

(a)

A =

0

@
1 � 1 2
2 1 0
1 2 � 1

1

A

(b)

A =

0

@
1 1 0

� 1 1 � 1
1 � 1 � 1

1

A

(c)

A =

0

@
2 0 � 1
1 � 1 0
3 � 1 � 1

1

A

(d)

A =

0

@
1 � 1 2

� 1 1 � 2
� 1 1 � 2

1

A

3. Rozhodnìte, zda spolu matice A a B komutují.

(a)

A =

0

@
1 1 � 1
2 1 0
0 1 � 2

1

A ; B =

0

@
1 � 1 2
1 1 � 2
1 0 � 1

1

A
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58 Kapitola 3. Matice

(b)

A =

0

@
1 1 1
1 0 � 1
1 � 1 1

1

A ; B =

0

@
1 2 1
2 0 � 2
1 � 2 1

1

A

(c)

A =

0

@
1 1 1
0 1 1

� 1 0 1

1

A ; B =

0

@
1 1 0
1 0 1

� 1 1 1

1

A

(d)

A =

0

@
1 � 1 1
2 0 � 1
1 1 0

1

A ; B =

0

@
1 0 � 1

� 1 1 1
0 1 2

1

A

4. Najdìte matici A , aby pro v¹echny hodnoty a; b;c;d;e;f ; g; h; i; j; k; l platilo

(a)

A �

0

@
a b c d
e f g h
i j k l

1

A =

0

@
a + 2e b+ 2f c + 2g d + 2h
i � a j � b k � c l � d

3e 3f 3g 3h

1

A

(b)

A �

0

@
a b c d
e f g h
i j k l

1

A =

0

B
B
@

2e� i 2f � j 2g � k 2h � l
a + e+ i b+ f + j c + g + k d + h + l

i � 2a j � 2b k � 2c l � 2d
i + a j + b k + c l + d

1

C
C
A

(c)

A �

0

B
B
@

a b c
d e f
g h i
j k l

1

C
C
A =

0

@
a + j b+ k c + l
g + 2d h + 2e i + 2f

d + g � j e+ h � k f + i � l

1

A

(d) 0

B
B
@

a b c
d e f
g h i
j k l

1

C
C
A � A =

0

B
B
@

a � b c + 2b 2c � a
d � e f + 2e 2f � d
g � h i + 2h 2i � g
j � k l + 2k 2l � j

1

C
C
A

(e) 0

B
B
@

a b c
d e f
g h i
j k l

1

C
C
A � A =

0

B
B
@

c � 2b a + 2b 2c + a 2a
f � 2e d + 2e 2f + d 2d
i � 2h d + 2h 2i + g 2g
l � 2k j + 2k 2l + j 2j

1

C
C
A

(f ) 0

@
a b c d
e f g h
i j k l

1

A � A =

0

@
b+ 2d c � b a � c a + 2d
f + 2h g � f e � g e+ 2h
j + 2l k � j i � k i + 2l

1

A

3.5 Výsledky

1. (a)

A � B =

0

@
� 4 2 6

2 � 1 1
5 � 1 � 3

1

A
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3.5. Výsledky 59

(b)

A � B =

0

@
3 3 1

� 1 1 � 2
3 3 � 1

1

A

(c)

A � B =

0

@
� 1 � 2 0

0 2 3
� 2 � 2 3

1

A

(d)

A � B =

0

B
B
@

� 1 3 4
� 2 2 � 2

0 0 4
� 1 3 0

1

C
C
A

(e)

A � B =

0

B
B
@

4 3 � 2 5
1 � 1 � 1 � 1

� 1 0 � 1 1
3 2 � 1 3

1

C
C
A

(f )

A � B =

0

@
7 5 0 � 1
1 � 1 2 1

� 1 1 � 1 3

1

A

(g)

A � B =

0

@
1 1 � 1 3
2 1 4 0
0 3 0 2

1

A

2. (a)

A 2 =

0

@
1 2 0
4 � 1 4
4 � 1 3

1

A ; A 3 =

0

@
5 1 2
6 3 4
5 1 5

1

A

(b)

A 2 =

0

@
0 2 � 1

� 3 1 0
1 1 2

1

A ; A 3 =

0

@
� 3 3 � 1
� 4 � 2 � 1

2 0 � 3

1

A

(c)

A 2 =

0

@
1 1 � 1
1 1 � 1
2 2 � 2

1

A ; A 3 =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A

(d)

A 2 =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A ; A 3 =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A

3. (a) Nekomutují.

(b) Komutují.

(c) Komutují.

(d) Nekomutují.
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60 Kapitola 3. Matice

(a)

A =

0

@
1 2 0

� 1 0 1
0 3 0

1

A

(b)

A =

0

B
B
@

0 2 � 1
1 1 1

� 2 0 1
1 0 1

1

C
C
A

(c)

A =

0

@
1 0 0 1
0 2 1 0
0 1 1 � 1

1

A

(d)

A =

0

@
1 0 � 1

� 1 2 0
0 1 2

1

A

(e)

A =

0

@
0 1 1 2

� 2 2 0 0
1 0 2 0

1

A

(f )

A =

0

B
B
@

0 0 1 1
� 2 � 1 0 0
� 2 1 � 1 0

1 0 0 2

1

C
C
A
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Kapitola 4

Determinan ty

Determinant matice je (reálné) èíslo, které matici urèitým zpùsobem charakterizuje. Jeho my¹lenka vznikla ze
snahy najít nìjaký vztah mezi koe�cienty soustavy lineárních rovnic a jejím øe¹ením.V Evropì se objevila
v 17. století u Gottfrieda Wilhelma Leibnize, ve století následujícím pak Gabriel Cramer formuloval pravidlo
pro øe¹enísoustav lineárních rovnic, které pou¾ívá determinanty matic. Název determinant pak pochází od
Augustina Louise Cauchyho. Determinanty mají i geometrickou interpretaci, lze je toti¾ chápat jako objem
urèitého rovnobì¾nostìnu. Ale determinanty hrají významnou roli i v jiných oblastech matematiky.

Determinant lze de�novat nìk olika navzájem ekvivalentními zpùsoby, ale ¾ádný z nich není jednoduchý.
De�nice, kterou budemeformulovat, je zalo¾enana pojmu permutace, povìzme si tedy nejprve nìco o nich.

4.1 Perm utace

4.1.1 De�nice Permutace � na mno¾inì M = f 1; 2; : : : ; ng je libovolná bijekce (vzájemnì jednoznaènézob-
razení) mno¾iny M na sebe samu. Jestli¾e�( i ) = pi pro i = 1; 2; : : : ; n, mù¾emezapsat permutaci � ve tvaru
tabulky

� =
�

1 2 : : : n
p1 p2 : : : pn

�
:

Pokud jsou v prvním øádku tabulky èísla uspoøádanáod nejmen¹ího k nejvìt¹ím u, øíkáme, ¾eje permutace
zapsanáv základním tvaru, pokud jsou v jiném poøadí,je zapsanáv obecném tvaru. Prvek, který sezobrazuje
sám na sebe, nazvemesamodru¾ným, pokud senezobrazujesám na sebe, je nesamodru¾ný.

4.1.2 Pøíklad Na mno¾inìM = f 1; 2; 3; 4g jsou

� =
�

1 2 3 4
2 3 1 4

�
=

�
2 1 3 4
3 2 1 4

�
=

�
4 3 2 1
4 1 3 2

�
=

�
1 2 4 3
2 3 4 1

�

rùzné tvary permutace �, pøièem¾ten první je základní. Èíslo 4 je samodru¾ným prvkem, ostatní èísla jsou
nesamodru¾ná.

4.1.3 V ìta Mno¾inaM = f 1; 2; : : : ; ng má právì n! navzájem rùzných permutací.

Dùkaz. Vìtu budemedokazovat matematickou indukcí podle n.

1. Pro n = 1 existuje zøejmì jediná permutace a to � =
�

1
1

�
.

2. Nyní doká¾emeindukèní krok. Pøedpokládáme,¾etvrzení platí pro mno¾inu f 1; 2; : : : ; ng, to znamená,¾e
existuje n! navzájem rùzných permutací této mno¾iny. Uká¾eme,¾emno¾inaf 1; 2; : : : ; n; n + 1g má potom
(n + 1)! navzájem rùzných permutací.

Zamyslemese nejprve nad tím, v kolika permutacích se èíslo n + 1 vyskytuje na prvním místì. Zøejmì
v n! permutacích. Znamená to toti¾ pouze to, ¾eve v¹ech permutacích mno¾iny f 1; 2; : : : ; ng napí¹eme
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62 Kapitola 4. Determinanty

v tabulce pod èíslo1 èíslon + 1 a ostatní èíslav druhém øádkuo jedno místo posuneme.Nech»� je nìjak á
permutace mno¾iny f 1; 2; : : : ; ng, napí¹emesi tabulku této permutace

� =
�

1 2 3 : : : n
p1 p2 p3 : : : pn

�
:

Odpovídající permutace mno¾iny f 1; 2; : : : ; n; n + 1g, kde na prvním místì je èíslo n + 1, pak je dána
tabulkou �

1 2 3 : : : n n + 1
n + 1 p1 p2 : : : pn � 1 pn

�
:

Analogicky sev n! permutacích vyskytuje èíslon + 1 na druhém místì (v tabulce nechámena svém místì
èíslopod 1, pod 2 napí¹emen + 1 a ostatní èíslao jedno posuneme).

�
1 2 3 : : : n n + 1
p1 n + 1 p2 : : : pn � 1 pn

�

Stejný je i poèet permutací, kde je n + 1 na tøetím, ètvrtém, . . . , n-tém a (n + 1)-ním místì. Celkový
poèet permutací získáme, kdy¾(n + 1)-krát seètemen!, tedy existuje

(n + 1) � n! = (n + 1)!

rùzných permutací na mno¾inì f 1; 2; : : : ; n; n + 1g

Tím je tvrzení dokázáno. -,

4.1.4 Pøíklad Na M = f 1; 2g existuje 2! = 2 permutace. Jsou to

� 1 =
�

1 2
1 2

�
a � 2 =

�
1 2
2 1

�
:

4.1.5 Pøíklad Na M = f 1; 2; 3g existuje 3! = 6 permutací. Jsou to

� 1 =
�

1 2 3
1 2 3

�
� 2 =

�
1 2 3
1 3 2

�
� 3 =

�
1 2 3
2 1 3

�

� 4 =
�

1 2 3
2 3 1

�
� 5 =

�
1 2 3
3 1 2

�
� 6 =

�
1 2 3
3 2 1

�

4.1.6 De�nice Permutaci I mno¾iny M = f 1; 2; : : : ; ng nazveme identickou, je-li ka¾dýprvek mno¾iny M
samodru¾ným, tedy

I =
�

1 2 : : : n
1 2 : : : n

�
:

4.1.7 De�nice Nech» � =
�

1 2 : : : n
p1 p2 : : : pn

�
je permutace mno¾iny f 1; 2; : : : ; ng. Permutaci

� � 1 =
�

p1 p2 : : : pn

1 2 : : : n

�

nazvemeinversní permutací k permutaci �.

4.1.8 De�nice Nech»

� 1 =
�

1 2 : : : n
p1 p2 : : : pn

�
a � 2 =

�
p1 p2 : : : pn

s1 s2 : : : sn

�

jsou dvì permutace na mno¾inìM = f 1; 2; : : : ; ng. Souèinempermutací � 1 a � 2 nazvemepermutaci

� = � 2 � � 1 =
�

1 2 : : : n
s1 s2 : : : sn

�
:
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4.1. Permutace 63

4.1.9 Poznámk a Díváme-li se na permutace jako na zobrazení, je zøejmì identická permutace identickým
zobrazením, inversní permutace zase inversním zobrazením. Souèin permutací odpovídá skládání zobrazení.
Proto násobímejakoby þpozpátkuÿ.

4.1.10 Pøíklady V pøíkladu4.1.5 jsme si vypsali v¹echny permutace na mno¾inì f 1; 2; 3g.

1. Permutace � 1 je zøejmì identická. Je inversní samak sobì.

2. Také permutace � 2, � 3, � 6 jsou inversní samy k sobì, nebo»

� � 1
2 =

�
1 3 2
1 2 3

�
=

�
1 2 3
1 3 2

�
= � 2;

� � 1
3 =

�
2 1 3
1 2 3

�
=

�
1 2 3
2 1 3

�
= � 3;

� � 1
6 =

�
3 2 1
1 2 3

�
=

�
1 2 3
3 2 1

�
= � 6:

K permutaci � 4 je inversní permutací � 5, k permutaci � 5 je inversní permutace � 4, nebo»

� � 1
4 =

�
2 3 1
1 2 3

�
=

�
1 2 3
3 1 2

�
= � 5;

� � 1
5 =

�
3 1 2
1 2 3

�
=

�
1 2 3
2 3 1

�
= � 4:

3. Souèinempermutace s permutací inversní je permutace identická

� 1 � � 1 = � 2 � � 2 = � 3 � � 3 = � 6 � � 6 = � 4 � � 5 = � 5 � � 4 =
�

1 2 3
1 2 3

�
= � 1 = I

4.1.11 Poznámk a Násobení permutací je asociativní, identická permutace je neutrální vzhledem k násobení
permutací. Ke ka¾dépermutaci existuje permutace inversní a platí, ¾esouèinemtìc hto dvou permutací je per-
mutace identická. Není ale komutativní. Vidíme, ¾en!-prvková mno¾inapermutací na mno¾inì f 1; 2; : : : ; ng
s operací souèinu splòuje axiomy grupy, jak byly uvedeny v 1.2.1.Nazývá sesymetrická grupa permutací a zna-
èímeji Sn .

4.1.12 De�nice Nech»� je permutace na n-prvkové mno¾inì.Inversí nazvemeuspoøádanoudvojici èísel(i; j )
takovou, ¾ei < j a �( i ) > �( j ).

4.1.13 Pøíklad Permutace � 1 v pøíkladu 4.1.4 nemá ¾ádnouinversi, permutace � 2 má jednu inversi, toti¾
uspoøádanoudvojici (1; 2). Platí toti¾, ¾e1 < 2, ale � 2(1) = 2 > 1 = � 2(2).

4.1.14 Pøíklad Permutace � 1 v pøíkladu 4.1.5 nemá ¾ádnouinversi, permutace � 2 má jednu inversi, toti¾
uspoøádanoudvojici (2; 3). Platí toti¾, ¾e2 < 3, ale � 2(2) = 3 > 2 = � 2(3). Podobnì permutace � 3 má jednu
inversi, uspoøádanoudvojici (1; 2), permutace � 4 dvì inverse (1; 3) a (2; 3), permutace � 5 dvì inverse (1; 2)
a (1; 3) a permutace � 6 tøi inverse(1; 2), (1; 3) a (2; 3). V následujících tabulkách tìc hto permutací jsou inverse
vyznaèeny oblouèky.

� 1 =
�

1 2 3
1 2 3

�
� 2 =

�
1 2 3
1 3 2

�
� 3 =

�
1 2 3
2 1 3

�

� 4 =
�

1 2 3
2 3 1

�
� 5 =

�
1 2 3
3 1 2

�
� 6 =

�
1 2 3
3 2 1

�

4.1.15 De�nice Znaménkopermutace� (sgn�) je rovno 1, pokud má permutace � sudý poèet inversí, a � 1,
má-li jich lichý poèet. Mù¾emetedy psát sgn� = (� 1)p; kde p je poèet inversí permutace � :
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4.1.16 Pøíklad Znaménka permutací z pøíkladu4.1.4 jsou

sgn� 1 = (� 1)0 = 1; sgn� 2 = (� 1)1 = � 1:

4.1.17 Pøíklad Znaménka permutací z pøíkladu4.1.5 jsou

sgn� 1 = (� 1)0 = 1; sgn� 2 = (� 1)1 = � 1; sgn� 3 = (� 1)1 = � 1;

sgn� 4 = (� 1)2 = 1; sgn� 5 = (� 1)2 = 1; sgn� 6 = (� 1)3 = � 1:

4.1.18 V ìta Permutace � a � � 1 mají stejné znaménko.

Dùkaz. Pokud dvojice (i; j ) je inversí permutace �, platí i < j a �( i ) > �( j ). Oznaème�( i ) = k a �( j ) = l .
Potom zøejmì � � 1(k) = i a � � 1(l ) = j . Platí tedy, ¾el < k a � � 1(l ) > � � 1(k) a dvojice (l ; k) je inversí
permutace � � 1. Naopak ka¾déinversi permutace � � 1 odpovídá inverse permutace �. Obì permutace mají
shodný poèet inversí, a proto mají i stejné znaménko. -,

4.1.19 De�nice TranspoziceTi;j je permutace, která pouzeprohodí èísla i a j . Tedy

Ti;j =
�

1 2 : : : i : : : j : : : n
1 2 : : : j : : : i : : : n

�

.

4.1.20 Tvrzení Ka¾doupermutaci � mù¾emenapsat jako souèinvhodných transpozic.

Dùkaz. Budeme postupovat rekurentnì. OznaèmeTk k-tou provedenoutranspozici a polo¾me

� k = Tk � Tk � 1 � � � T2 � T1:

Polo¾meT1 = T1;�(1) , zøejmì � 1 = T1. Co vlastnì tato transpoziceprovedla? Zajistila, ¾eèíslu 1 je pøiøazeno
èíslo �(1).
Dal¹í transpozicí je T2 = T� 1 (2) ;�(2) . Ta zajistí, ¾eèíslu 2 je pøiøazenoèíslo�(2). Stejnì postupujemedále, v¾dy
polo¾ímeTk = T� k � 1 (k ) ;�( k ) . Nakonecdostaneme,¾e

� = � n � 1 = Tn � 1 � � � T2 � T1 :

No, malinko jsme to o¹idili, proto¾emo¾nánìkterá z tìc h na¹ich þtranspozicÿ vùbec transpozice nebyla, ale
byla to identita (nebylo potøebanic pøehazovat). V tom na¹em souèinu tyto þfale¹né transpoziceÿvynecháme.

-,

4.1.21 Pøíklady

1. Uva¾ujmepermutaci

� =
�

1 2 3 4 5
3 2 4 5 1

�
:

Nejprve provedemetranspozici T1;3, která pøehodí èísla1 a 3. Je tedy

� 1 = T1 =
�

1 2 3 4 5
3 2 1 4 5

�
:

Proto¾e� 1(2) = 2, bude dal¹í þtranspozicíÿ T2 = T2;�(2) = T2;2. Máme

T2 =
�

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

�
a � 2 =

�
1 2 3 4 5
3 2 1 4 5

�
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Proto¾e� 2(3) = 1, bude dal¹í þtranspozicíÿ T3 = T1;�(3) = T1;4. Máme

T3 =
�

1 2 3 4 5
4 2 3 1 5

�
a � 3 =

�
1 2 3 4 5
3 2 4 1 5

�

Proto¾e� 3(4) = 1, bude posledníþtranspozicíÿ T4 = T1;�(4) = T1;5. Máme

T4 =
�

1 2 3 4 5
5 2 3 4 1

�
a � 4 =

�
1 2 3 4 5
3 2 4 5 1

�
= �

Proto¾eT2 nebyla transpozice,ale identita, musímeji vynechat. Platí tedy, ¾e

� = T4 � T3 � T1:

2. Uva¾ujmepermutaci

� =
�

1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 6 4

�
:

Nejprve provedemetranspozici T1;2, která pøehodí èísla1 a 2. Je tedy

� 1 = T1 =
�

1 2 3 4 5 6
2 1 3 4 5 6

�
:

Proto¾e� 1(2) = 1, bude dal¹í þtranspozicíÿ T2 = T1;�(2) = T1;3. Máme

T2 =
�

1 2 3 4 5 6
3 2 1 4 5 6

�
a � 2 =

�
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

�

Proto¾e� 2(3) = 1, bude dal¹í þtranspozicíÿ T3 = T1;�(3) = T1;1.

T3 =
�

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

�
:

To je opìt identita, kterou vynecháme.

Proto¾e� 3(4) = 4, bude dal¹í þtranspozicíÿ T4 = T4;�(4) = T4;5. Máme

T4 =
�

1 2 3 4 5 6
1 2 3 5 4 6

�
a � 4 =

�
1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 4 6

�

Proto¾e� 4(5) = 4, bude posledníþtranspozicíÿ T5 = T4;�(5) = T4;6. Máme

T5 =
�

1 2 3 4 5 6
1 2 3 6 5 6

�
a � 5 =

�
1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 6 4

�
= �

Platí tedy, ¾e
� = T5 � T4 � T2 � T1:

4.1.22 Poznámk a Rozklad permutace na souèin transpozic není urèen jednoznaènì, ale pro ka¾doupermu-
taci platí, ¾eka¾dýjejí rozklad obsahuje sudý poèet transpozic nebo ka¾dýjejí rozklad obsahuje lichý poèet
transpozic.

4.1.23 V ìta Znaménko transpoziceTi;j je -1.

Dùkaz. Spoèítámeinversev této permutaci. Jsouto v¹echny uspoøádanédvojice (i; k), kde k 2 f i + 1; : : : ; j � 1g,
tedy j � i � 1 inversí, dále v¹echny dvojice (k; j ), kde k 2 f i + 1; : : : ; j � 1g, také j � i � 1 inversí a uspoøádaná
dvojice (i; j ). Dohromady je inversí2 � (j � i � 1) + 1, to znamenálichý poèet. Znaménko této permutace je � 1.

-,
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4.1.24 Tvrzení Nech» � je permutace na mno¾inì f 1; 2; : : : ; ng. Oznaèmeznam� = (� 1)t , kde t je poèet
transpozic, na které serozkládá permutace � . Potom sgn� = znam� .

Dùkaz. Staèí nám vlastnì dokázat pouze to, ¾ekdy¾vynásobímelibovolnou permutaci nìjak ou transpozicí,
zmìní se její parita; pokud byla permutace sudá, stane se lichou, pokud byla lichá, stane se sudou. Tedy ¾e
pøibudenebo ubude lichý poèet inversí. Kdy¾toti¾ permutaci rozlo¾ímena souèin transpozic, tak právì poèet
transpozic øíká, kolikrát jsme þpøidaliÿ nebo þubraliÿ lichý poèet inversí. Je-li tedy poèet transpozic sudý, je
sudý i poèet inversí, je-li lichý, je lichý i poèet inversí.

Proto¾enásobení permutací není komutativní, mìli bychom uva¾ovat násobení z obou stran. K dùkazu vìt y
staèí jen jedno násobení, proto¾eje jedno, jestli zaènemezleva a budeme postupovat doprava, tj. udìláme
þposledníÿ transpozici a pak se podíváme, co jsme museli udìlat pøedtím, nebo zprava, tj. nejprve udìláme
první transpozici, pak druhou,. . . Udìláme pøestooba dùkazy. Zaèít zleva (tj. násobit zprava) je jednodu¹¹í
na zápis dùkazu, zaèít zprava (násobit zleva) je logiètìj¹í, proto¾etak jsme pøi tom rozkládání na transpozice
postupovali.

1. Zaènemes dùkazem, ¾evynásobíme-li nìjak ou permutaci � zprava transpozici Ti;j , kde i < j , zmìní se
poèet inversío lichý poèet. Násobení zprava vlastnì znamená,¾enejprve udìláme transpozici (pøehodíme
i a j ) a potom provedemepermutaci �. Tedy

� 1 = � � Ti;j =
�

1 2 : : : i : : : j : : : n
�(1) �(2) : : : �( j ) : : : �( i ) : : : �( n)

�
:

Inversemù¾emerozdìlit do nìk olika skupin. Do první skupiny budou patøit inverse,ve kterých senevy-
skytuje i ani j . Tyto inversezùstanou zachovány. Druhou skupinu tvoøí inversetypu (k; i ) a (k; j ), kde
k < i (< j ), resp. inversetypu (i; k) a (j; k), kde (i < )j < k. Také ony zùstanou zachovány. Tøetí skupinou
budou inverse,pro které i < k < j .

Nech» �( k) < �( i ) a �( k) < �( j ), inverse (i; k) zùstane zachována. Podobnì je tomu v pøípadì, ¾e
�( k) > �( i ) a �( k) > �( j ), potom zùstane zachována (k; j ). Zbývají pøípady �( j ) < �( k) < �( i )
a �( i ) < �( k) < �( j ). V tom prvním jsou v permutaci � inverse (i; k) a (k; j ), které po provedení
transpozicezmizí. V tom druhém naopak v permutaci � inversenení a po provedenítranspoziceseobjeví
inverse(i; k) a (k; j ).

Zatím ke zmìnì parit y nedo¹lo. Buï senic nezmìnilo nebo pøibyly èi naopak ubyly dvì inverse.Ale je¹tì
máme jednu dvojici, o které jsme zatím neuva¾ovali, a tou je (i; j ). Pokud �( i ) < �( j ), nebyla tato
dvojice inversí. Po þpøehozeníÿale inversí je. Pokud naopak �( j ) < �( i ), je tato dvojice inversí, kde¾to
po þpøehozeníÿu¾inversí není. Dvojice (i; j ) tedy zpùsobí, ¾eseparita permutace zmìní.

2. Nyní budemepermutaci � násobit transpozicíTi;j , kde i < j , zleva. Tomu odpovídá, ¾enejprveprovedeme
permutaci � a potom pøehodíme i a j . Oznaèmesi p = � � 1(i ) a q = � � 1(j ). Potom

� 2 = Ti;j � � =
�

1 2 : : : p : : : q : : : n
�(1) �(2) : : : j : : : i : : : �( n)

�
; pokud p < q;

nebo

� 2 = Ti;j � � =
�

1 2 : : : q : : : p : : : n
�(1) �(2) : : : i : : : j : : : �( n)

�
; pokud q < p:

Opìt mámenìk olik skupin inversí.Tou první jsou inverse,vekterých senevyskytuje p ani q. Ty samozøejmì
zùstanou zachovány. Dal¹í skupinu tvoøíinversetypu (k; p) a (k; q), kde (i < )j < �( k) a (p;k) a (q; k),
kde �( k) < i (< j ). Ty také zùstanou zachovány. Zbývají pøípady, kdy i < �( k) < j .

Pokud k < p a k < q, budememísto inverse(k; p) mít inversi (k; q), pokud p < k a q < k bude inverse(q; k)
nahrazenainversí (p;k). Pokud p < k < q, objeví sev permutaci � 2 dvì nové inverse(p;k) a (k; q), pokud
q < k < p, máme v permutaci � inverse(q; k) a (k; p), které v permutaci � 2 u¾inversemi nejsou. Opìt
zatím ke zmìnì parit y nedo¹lo. Tu zasezpùsobí dvojice (p;q), resp. (q; p). Pokud toti¾ p < q, pak (p;q)
není inversí v permutaci �, ale je inversí v permutaci � 2, pokud p > q, pak (q; p) je inversí v permutaci
�, ale není inversí v permutaci � 2: Tím seopìt zmìní parita permutace.

-,
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4.1.25 Pøíklady V¹e si zasemù¾emeilustrovat na nìk olika pøíkladech.

1. Uva¾ujmetranspozici T2;6 a permutaci

� =
�

1 2 3 4 5 6 7
3 6 2 5 7 4 1

�
:

Po vynásobení permutace � zprava transpozicí T2;6 získáme permutaci

� 1 = � � T2;6 =
�

1 2 3 4 5 6 7
3 4 2 5 7 6 1

�
:

Do první skupiny inversí patøí ty, v nich¾se nevyskytuje ani 2 ani 6. Jsou to (1; 3), (1; 7), (3; 7), (4; 7)
a (5; 7). Do skupiny druhé patøí inverse(2; 7), (6; 7), proto¾e2 < 6 < 7. V¹echny tyto inversesevyskytují
v permutaci � a také v � 1.

Dále máme �(3) = 2 < 6 = �(2) a �(3) = 2 < 4 = �(6). Tomu odpovídá inverse(2; 3), která se opìt
vyskytuje v obou permutacích. Podobnì je �(5) = 7 > 6 = �(2) a �(5) = 7 > 4 = �(6), èemu¾odpovídá
inverse(5; 6) opìt v obou permutacích.

Proto¾eje �(4) = 5 < 6 = �(2) a �(4) = 5 > 4 = �(6), máme v permutaci � inverse(2; 4) a (4; 6).
V permutaci � 1 u¾v¹ak tyto dvojice inverseminejsou.

Posledníinversív permutaci � je (2; 6), která u¾ale v � 1 inversínení. V permutaci � 1 je tedy o tøi inverse
ménì ne¾v permutaci �.

2. Uva¾ujmetranspozici T2;5 a permutaci

� =
�

1 2 3 4 5
2 3 4 1 5

�
:

Po vynásobení permutace � zprava transpozicí T2;5 získáme permutaci

� 1 = � � T2;5 =
�

1 2 3 4 5
2 5 4 1 3

�
:

Do první skupiny inversí patøí ty, v nich¾se nevyskytuje ani 2 ani 5. Jsou to (1; 4) a (3; 4). Obì tyto
inversesevyskytují v permutaci � a také v � 1. Inversez druhé skupiny sev této permutaci nevyskytují.

Dále máme �(4) = 1 < 3 = �(2) a �(4) = 1 < 5 = �(5), èemu¾odpovídá inverse(2; 4) opìt v obou
permutacích.

Proto¾eje �(2) = 3 < 4 = �(3) a �(5) = 5 > 4 = �(3), pøibudou nám v permutaci � 1 inverse(2; 3)
a (3; 5), které v pùvodní permutaci � inverseminejsou.

Poslednídvojicí je (2; 5), která v � inversí není, ale v � 1 inversí je. V permutaci � 1 je tedy o tøi inverse
více ne¾v permutaci �.

3. Uva¾ujmetranspozici T2;6 a permutaci

� =
�

1 2 3 4 5 6 7
3 6 2 5 7 4 1

�
:

Po vynásobení permutace � zleva transpozicí T2;6 získáme permutaci

� 2 = T2;6 � � =
�

1 2 3 4 5 6 7
3 2 6 5 7 4 1

�
:

Zøejmì p = � � 1(2) = 3 a q = � � 1(6) = 2. Do první skupiny inversí patøí ty, v nich¾senevyskytuje 2 ani
3. Jsou to (1; 7), (4; 6), (4; 7), (5; 6), (5; 7) a (6; 7). Do skupiny druhé patøí inverse(2; 7), (3; 7), proto¾e
�(7) = 1 < 2 < 6. V¹echny tyto inversesevyskytují v permutaci � a také v � 2.

V permutaci � máme dále inverse (2; 4) a (2; 6). Proto¾eq = 2 < 4 = k a p = 3 < 4 = k, resp.
q = 2 < 6 = k a p = 3 < 6 = k, jsou tyto dvì inversenahrazeny inversemi (3; 4) a (3; 6). Podobnì je
k = 1 < 2 = q a k = 1 < 3 = p, proto je inverse(1; 3) nahrazenainversí (1; 2).

Poslední inversí v permutaci � je (2; 3), která u¾ale v � 2 inversí není. V permutaci � 2 je tedy o jednu
inversi ménì ne¾v permutaci �.
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4. Uva¾ujmetranspozici T2;5 a permutaci

� =
�

1 2 3 4 5
2 3 4 1 5

�
:

Po vynásobení permutace � zleva transpozicí T2;5 získáme permutaci

� 2 = T2;5 � � =
�

1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

�
:

Zøejmì p = � � 1(2) = 1 a q = � � 1(5) = 5. Do první skupiny inversí patøí ty, v nich¾senevyskytuje 1 ani
5. Jsou to (2; 4) a (3; 4). Obì tyto inversesevyskytují v permutaci � a také v � 2. Inversez druhé skupiny
sev této permutaci nevyskytují. Inverse(1; 4) zùstanezachována, proto¾e�(4) = 1 < 2 = i < j .

Pro k = 2 a k = 3 máme situaci i = 2 < �( k) < 5 = j a p = 1 < k < 5 = q, pøibudou tedy dvì dvojice
inversí (1; 2), (2; 5) a (1; 3), (3; 5)

Poslednídvojicí je (1; 5), která v � inversí není, ale v � 2 inversí je. V permutaci � 2 je tedy o pìt inversí
více ne¾v permutaci �.

Z pøedchozího tvrzení plyne, ¾eznaménko permutace mù¾emetaké de�novat jako (� 1)t , kde t je poèet trans-
pozic, na které serozkládá permutace �.

4.1.26 V ìta Nech» � 1 a � 2 jsou permutace na mno¾inì f 1; 2; : : : ; ng. Potom

sgn(� 1 � � 2) = sgn� 1 � sgn� 2:

Dùkaz. Rozlo¾ímeobì permutace na souèin transpozic. Nech» � 1 = T1 � T2 � � � Tt a � 2 = S1 � S2 � � � Ss. Potom
� 1 � � 2 = T1 � T2 � � � Tt � S1 � S2 � � � Ss. Poèet transpozic, na které serozkládá permutace (� 1 � � 2), je tedy (t + s).
Podle tvrzení 4.1.24je

sgn(� 1 � � 2) = (� 1)t + s = (� 1)t � (� 1)s = sgn� 1 � sgn� 2

-,

Uvedli jsme si základní poznatky o permutacích, které nám umo¾níde�novat determinant matice a odvodit
jeho základní vlastnosti.

4.2 Determinan t matice

Mìjme ètvercovou matici øádun a vyberme v ní n prvkù tak, abychom z ka¾déhosloupce a z ka¾déhoøádku
vybrali právì jeden. Tato úloha je ekvivalentní úloze rozmístit na ¹achovnici s n x n políèky n vì¾í tak, aby
sevzájemnì neohro¾ovaly. Na toto vybírání semù¾emedívat tak, ¾ev ka¾démøádkuvybíráme prvek v jistém
sloupci, tedy vlastnì vytv áøímejakési zobrazenímno¾iny øádkù(èi øádkových indexù) na mno¾inu sloupcù (èi
sloupcových indexù), tedy zobrazenímno¾iny f 1; 2; : : : ; ng na mno¾inu f 1; 2; : : : ; ng. Toto zobrazeníje prosté,
proto¾ekdy¾jsme v nìjak ém øádkuvybrali prvek z nìjak éhosloupce, v ¾ádnémjiném øádkuu¾prvek z tohoto
sloupcevybrat nemù¾eme.Je takéna, proto¾ez ka¾déhosloupcejsmevybrali nìjaký prvek. Tak¾eje to zobrazení
vzájemnì jednoznaèné,neboli bijekce mno¾iny f 1; 2; : : : ; ng na sebe samu, tedy permutace na této mno¾inì.To
znamená,¾eka¾dému výbìru prvkù odpovídá nìjak á permutace a naopaktakéka¾dépermutaci odpovídá výbìr.
Jak jsme si ukázali v pøedchozí podkapitole, je permutací na n-prvkové mno¾inì n!, tedy i navzájem rùzných
mo¾ných výbìrù je n!.

4.2.1 Pøíklad Uva¾ujmeètvercovou matici A øádu4.

A =

0

B
B
@

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

1

C
C
A

Výb ìr mù¾emeprovést tøebatakto:
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1. V prvním øádku vybereme prvek a12, tedy z druhého sloupce, ve druhém øádku a24, tedy ze ètvrtého
sloupce, ve tøetím øádku a31, tedy z prvního sloupce a ve ètvrtém øádku a43, tedy ze tøetího sloupce.
Odpovídající permutace je

� 1 =
�

1 2 3 4
2 4 1 3

�
;

ta má tøi inverse,její znaménko sgn� 1 = � 1.

2. V prvním øádku vybereme prvek a14, tedy ze ètvrtého sloupce, ve druhém øádku a21, tedy z prvního
sloupce, ve tøetím øádku a33, tedy ze tøetího sloupce a ve ètvrtém øádku a42, tedy z druhého sloupce.
Odpovídající permutace je

� 2 =
�

1 2 3 4
4 1 3 2

�
;

ta má ètyøi inverse,její znaménko sgn� 2 = 1.

3. V prvním øádku vybereme prvek a12, tedy z druhého sloupce, ve druhém øádku a23, tedy ze tøetího
sloupce, ve tøetím øádku a34, tedy ze ètvrtého sloupce a ve ètvrtém øádku a41, tedy z prvního sloupce.
Odpovídající permutace je

� 3 =
�

1 2 3 4
2 3 4 1

�
;

ta má opìt tøi inversea znaménko sgn� 3 = � 1.

Celkem bychom mohli najít 4! = 24 rùzných výbìrù.

Pokraèujme ve výpoètu determinantu. Udìláme v¹echny mo¾névýbìry . U ka¾déhoz nich vynásobímevybraná
èísla mezi sebou a pak je¹tì znaménkem odpovídající permutace. Tak v pøedchozím pøíkladu 4.2.1 dostáváme
v prvním pøípadìsouèin(� 1)�a12 �a24 �a31 �a43, vedruhém (+1) �a14 �a21 �a33 �a42 a ve tøetím(� 1)�a12 �a23 �a34 �a41.
Nakonecv¹echny tyto souèiny seètemea výslednéèíslosenazývá determinant matice. To, co jsmesi teï rozebrali,
zformulujeme do pøesnéde�nice.

4.2.2 De�nice Nech» A je ètvercová matice øádun. Determinantem matice A nazvemereálné èíslo

det A =
X

� 2 Sn

sgn� � a1�(1) � a2�(2) � � � an �( n ) ;

kde Sn znaèísymetrickou grupu permutací na mno¾inì f 1; 2; : : : ; ng.

Místo det

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am 1 am 2 : : : amn

1

C
C
C
A

budemestruènìji psát

�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am 1 am 2 : : : amn

�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

4.2.3 Pøíklad Ètv ercová matice øádu1 má jediný èlena11. Na jednoprvkovémno¾inìexistuje jediná permutace
(identická), její znaménko je 1. Platí tedy, ¾edet (a11) = a11.

4.2.4 Pøíklad Uva¾ujmeètvercovou matici øádu 2. V pøíkladu 4.1.4 jsme si ukázali, ¾ena mno¾inì f 1; 2g
existují dvì permutace:

� 1 =
�

1 2
1 2

�
; která má znaménko (+1) ; a � 2 =

�
1 2
2 1

�
); která má znaménko (� 1):

Potom

det A =

�
�
�
�

a11 a12

a21 a22

�
�
�
� = 1 � a11 � a22 + (� 1) � a12 � a21 = a11 � a22 � a12 � a21

4.2.5 De�nice Uspoøádanén-tici (a11; a22; a33; : : : ; ann ) øíkáme hlavní diagonála matice, uspoøádanén-tici
(a1;n ; a2;n � 1; : : : ; an; 1) øíkáme vedlej¹í diagonála matice.

Anna Kalousová: Úvod do algebry 69 1. øíjna 2007



70 Kapitola 4. Determinanty

To, co jsme spoèítali v pøíkladu 4.2.4, mù¾emetaké zformulovat takto: Determinant matice øádu 2 je roven
rozdílu souèinu èlenù na hlavní diagonálea souèinu èlenù na vedlej¹í diagonále.

4.2.6 Pøíklad Uva¾ujmeètvercovou matici øádu3. V pøíkladu 4.1.5 jsme si ukázali, ¾ena mno¾inì f 1; 2; 3g
existuje ¹est permutací:

� 1 =
�

1 2 3
1 2 3

�
; sgn� 1 = (+1) � 2 =

�
1 2 3
1 3 2

�
; sgn� 2 = (� 1)

� 3 =
�

1 2 3
2 1 3

�
; sgn� 3 = (� 1) � 4 =

�
1 2 3
2 3 1

�
; sgn� 4 = (+1)

� 5 =
�

1 2 3
3 1 2

�
; sgn� 5 = (+1) � 6 =

�
1 2 3
3 2 1

�
; sgn� 6 = (� 1)

Potom

det A =

�
�
�
�
�
�

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

�
�
�
�
�
�

= (a11 �a22 �a33 + a12 �a23 �a31+ a13 �a21 �a32) � (a11 �a23 �a32 + a12 �a21 �a33+ a13 �a22 �a31)

4.2.7 Poznámk a Pøidejmek matici A dal¹í dva øádkytak, ¾ezopakujemeøádekprvní a druhý. Potom souèiny
s kladným znaménkem (t y, které pøièítáme)jsou þve smìru hlavní diagonály,ÿ souèiny sezáporným znaménkem
(t y, které odeèítáme) jsou þve smìru vedlej¹í diagonályÿ.

kladné:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 a13

�
a21 a22 a23

� �
a31 a32 a33

� �
a11 a12 a13

�
a21 a22 a23

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

záporné:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

a11 a12 a13

�
a21 a22 a23

� �
a31 a32 a33

� �
a11 a12 a13

�
a21 a22 a23

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Podobnì mù¾emek matici A pøidat dva dal¹í sloupce(opìt první a druhý). Souèiny s kladným znaménkem jsou
opìt ty þve smìru hlavní diagonály,ÿ souèiny sezáporným znaménkem ty þve smìru vedlej¹í diagonályÿ.

0

B
B
B
B
@

a11 a12 a13 a11 a12

� � �
a21 a22 a23 a21 a22

� � �
a31 a32 a33 a31 a32

1

C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
@

a11 a12 a13 a11 a12

� � �
a21 a22 a23 a21 a22

� � �
a31 a32 a33 a31 a32

1

C
C
C
C
A

To, co jsme spoèítali v pøíkladu4.2.6,mù¾emezformulovat takto: Determinant matice øádu 3 spoèítámetak, ¾e
vynásobímeèleny ve smìru hlavní diagonály a seètemeje. Od nich pak odeètemesouèetsouèinù èlenù ve smìru
vedlej¹í diagonály. Tento zpùsob výpoètu nazýváme Sarrusovopravidlo.

4.2.8 Poznámk a Analogie Sarrusova pravidla pro matice øáduvìt¹ího ne¾tøi by byla pøíli¹ slo¾itá.Kdybychom
tøebapro matici ètvrtého øáduchtìli vzít souèiny ve smìru hlavní diagonály a ve smìru vedlej¹í diagonály, bylo
by jich celkem osm. V¹ech permutací na f 1; 2; 3; 4g je ale 4! = 24. Zbylé výbìry nejsouani ve smìru hlavní ani
ve smìru vedlej¹í diagonály.

Pro výpoèet determinantu matic vy¹¹ích øádùpou¾íváme jiné zpùsoby, které si uká¾emev dal¹ích podka-
pitolách. Pøímoz de�nice sedají spoèítat determinanty þøídkýchÿ matic, tedy takových, které obsahují hodnì
nul. Není to pøípadpro praxi pøíli¹ pou¾itelný, ale pro ilustraci de�nice si ho uká¾emev následujícímpøíkladu.
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4.2.9 Pøíklad Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

1 0 � 1 0
1 1 0 1
1 � 1 1 0
0 0 1 � 1

1

C
C
A

Tato matice obsahuje hodnì nul. Vybereme-li v nìjak ém øádku èíslo 0, bude souèin vybraných èísel roven 0,
v souètu setedy neprojeví. Zajímají nás proto pouzety výbìry , kdy jsou v¹echna vybraná èíslanenulová. Jsou
mo¾néètyøi takové výbìry:

1. výbìr
1.øádek. . . 1. sloupec . . . èíslo1
2.øádek. . . 2. sloupec . . . èíslo1
3.øádek. . . 3. sloupec . . . èíslo1
4.øádek. . . 4. sloupec . . . èíslo-1

Odpovídající permutace je � 1 =
�

1 2 3 4
1 2 3 4

�
; její znaménko je +1, odpovídající souèin je

(+1) � 1 � 1 � 1 � (� 1) = � 1:

2. výbìr
1.øádek. . . 1. sloupec . . . èíslo1
2.øádek. . . 4. sloupec . . . èíslo1
3.øádek. . . 2. sloupec . . . èíslo-1
4.øádek. . . 3. sloupec . . . èíslo1

Odpovídající permutace je � 2 =
�

1 2 3 4
1 4 2 3

�
; její znaménko je +1, odpovídající souèin je

(+1) � 1 � 1 � (� 1) � 1 = � 1:

3. výbìr
1.øádek. . . 3. sloupec . . . èíslo-1
2.øádek. . . 1. sloupec . . . èíslo1
3.øádek. . . 2. sloupec . . . èíslo-1
4.øádek. . . 4. sloupec . . . èíslo-1

Odpovídající permutace je � 3 =
�

1 2 3 4
3 1 2 4

�
; její znaménko je +1, odpovídající souèin je

(+1) � (� 1) � 1 � (� 1) � (� 1) = � 1:

4. výbìr
1.øádek. . . 3. sloupec . . . èíslo-1
2.øádek. . . 2. sloupec . . . èíslo1
3.øádek. . . 1. sloupec . . . èíslo1
4.øádek. . . 4. sloupec . . . èíslo-1

Odpovídající permutace je � 4 =
�

1 2 3 4
3 2 1 4

�
; její znaménko je � 1, odpovídající souèin je

(� 1) � (� 1) � 1 � 1 � (� 1) = � 1:

Determinant matice A je roven souètu tìc hto ètyøsouèinù (jak u¾bylo døíve uvedeno,jsou ostatní nulové), tedy

det A = (� 1) + (� 1) + (� 1) + (� 1) = � 4:

4.2.10 De�nice Ètv ercovou matici A nazveme regulární, pokud det A 6= 0. V opaèném pøípadì, tj. kdy¾
det A = 0, nazvemematici A singulární.
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4.2.11 Pøíklady Rozhodnìte, zda je matice A regulární.

1.

A =

0

@
1 2 � 1

� 1 0 1
2 1 � 1

1

A

det A =

�
�
�
�
�
�

1 2 � 1
� 1 0 1

2 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= (0 + 1 + 4) � (0 + 1 + 2) = 5 � 3 = 2

MaticeA je regulární.

2.

A =

0

@
1 2 � 2
2 1 � 1
1 � 1 1

1

A

det A =

�
�
�
�
�
�

1 2 � 2
2 1 � 1
1 � 1 1

�
�
�
�
�
�

= (1 + 4 � 2) � (� 2 + 1 + 4) = 3 � 3 = 0

Matice A je singulární.

4.2.12 Pøíklady Rozhodnìte, pro jaké hodnoty reálnéhoparametru � je matice A regulární.

1.

A =

0

@
1 1 �

� 1 � + 1 � + 2
1 � � 1

1

A

det A =

�
�
�
�
�
�

1 1 �
� 1 � + 1 � + 2

1 � � 1

�
�
�
�
�
�

= (� � � 1 � � 2 + � + 2) � (� 2 + � + � 2 + 2� + 1) =

= (� � 2 + 1) � (2� 2 + 3� + 1) = � 3� 2 � 3� = � 3� (� + 1)

Determinant matice A je rovennule pro � = 0 a pro � = � 1. Matice A je regulární, jestli¾e� 2 Rnf 0; � 1g.

2.

A =

0

@
� + 1 � � + 1

2� 2� � 1 � � 1
2 1 2

1

A

det A =

�
�
�
�
�
�

� + 1 � � + 1
2� 2� � 1 � � 1

2 1 2

�
�
�
�
�
�

= (4� 2+ 2� 2� 2+ 2� 2+ 2� + 2� 2� 2� 2) � (4� 2+ 2� 2� 2+ � 2 � 1+ 4� 2) =

= (8� 2 + 2� 2 � 2) � (9� 2 + 2� 2 � 3) = � � 2 + 1

Determinant matice A je rovennule pro � = 1 a pro � = � 1. Matice A je regulární, jestli¾e� 2 Rnf 1; � 1g.

4.3 Vlastnosti determinan tù

4.3.1 Tvrzení Nech» A je ètvercová matice øádun. Potom

det A = det A T

Dùkaz. Vyberme v matici A èleny a1�(1) ; : : : ; an �( n ) . V matici A T tomu odpovídá výbìr a�(1)1 ; : : : ; a�( n )n ,
neboli a1� � 1 (1) ; : : : ; an � � 1 (n ) . Proto¾esgn� = sgn� � 1 (podle 4.1.18), je zøejmì

det A =
X

� 2 Sn

sgn� � a1�(1) � a2�(2) � � � an �( n ) =
X

� 2 Sn

sgn� � 1 � a1� � 1 (1) � a2� � 1 (2) � � � an � � 1 (n ) = det A T

-,
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4.3.2 Tvrzení Nech»matice B vznikne zeètvercové matice A tak, ¾ejejí øádkynapí¹emev jiném poøadí,tedy
provedemepermutaci ' øádkùmatice A . Potom

det B = sgn' � det A :

Dùkaz. Uva¾ujmenìjaký výbìr a1�(1) ; : : : ; an �( n ) v matici A , tomu odpovídá permutace �. Chceme-li tyté¾
prvky vybrat v matici B , odpovídá tomuto výbìru permutace � � ' � 1. Proto

det B =
X

� 2 Sn

sgn(� � ' � 1) � a1�(1) � a2�(2) � � � an �( n ) =
X

� 2 Sn

sgn� � sgn' � 1 � a1�(1) � a2�(2) � � � an �( n ) ;

nebo»podle vìt y 4.1.26je sgn(� � ' � 1) = sgn� �sgn' � 1. Z ka¾déhosèítancemù¾emevytknout sgn' � 1 a proto¾e
sgn' � 1 = sgn' , dostaneme

det B = sgn' � 1 �
X

� 2 Sn

sgn� � a1�(1) � a2�(2) � � � an �( n ) = sgn' � 1 � det A = sgn' � det A :

-,

4.3.3 Pozoro vání Nech» ètvercová matice A má stejné dva øádky. Potom det A = 0.

Dùkaz. Nech» jsou stejné øádky i -tý a k-tý. Uva¾ujmematici B , která vznikne z A pøehozenímtìc hto dvou
øádkù.Zøejmì

A = B a tedy det A = det B :

Podle pøedchozího tvrzení 4.3.2 ale platí, ¾e

det B = (� 1) � det A ;

proto¾epøehozeníi -tého a k-tého øádkuodpovídá transpoziceTik , která má znaménko (-1). Platí tedy, ¾e

det A = � det A ;

co¾je mo¾népouzev pøípadì, ¾edet A = 0. -,

4.3.4 Pozoro vání Nech»matice B vznikne z ètvercové matice A vynásobením i -tého øádkureálným èíslem� .
Potom

det B = � � det A :

Dùkaz. Vyberme z ka¾déhoøádkua ka¾déhosloupce matice B právì jeden prvek. Nech» to jsou tøebaprvky

b1;�(1) ; b2;�(2) ; : : : ; bi; �( i ) ; : : : ; bn �( n ) ; kde bj; �( j ) = aj; �( j ) pro j 6= i a bi; �( i ) = � � ai; �( i ) :

Kdy¾vybraná èíslamezi sebou vynásobíme,mù¾emez ka¾déhotakovéhosouèinu vytknout èíslo � . Je tedy

det B =
X

� 2 Sn

sgn� � b1�(1) � b2�(2) � � � bi �( i ) � � � bn �( n ) =
X

� 2 Sn

sgn� � a1�(1) � a2�(2) � � � � � ai �( i ) � � � an �( n ) =

= � �
X

� 2 Sn

sgn� � a1�(1) � a2�(2) � � � ai �( i ) � � � an �( n ) = � � det A :

-,

4.3.5 Pozoro vání Nech» je v matici A i -tý øádek� -násobkem k-tého øádku.Potom

det A = 0:
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Dùkaz. Tvrzení je pøímým dùsledkem pøedchozích dvou pozorování. þVytkneme-liÿ z i -tého øádkukonstantu
� , získáme matici, která má stejné dva øádky a její¾determinant je roven nule. Determinant matice A je � -
násobkem tohoto determinantu, tedy opìt nulový. -,

Podle tvrzení 4.3.1 mù¾emematici transponovat, ani¾se zmìní determinat, získáváme tak analogická tvrzení
i pro sloupce matice.

4.3.6 Tvrzení Nech» matice B vznikne ze ètvercové matice A tak, ¾ejejí sloupce napí¹eme v jiném poøadí,
tedy proveïme permutaci ' sloupcù matice A . Potom

det B = sgn' � det A :

4.3.7 Pozoro vání Nech» ètvercová matice A má stejné dva sloupce. Potom det A = 0.

4.3.8 Pozoro vání Nech» matice B vznikne z ètvercové matice A vynásobením i -tého sloupce reálným èíslem
� . Potom

det B = � � det A :

4.3.9 Pozoro vání Nech» je v matici A i -tý sloupec � -násobkem k-tého sloupce. Potom

det A = 0:

þ Nyní uvedeme vìtu, která vystih uje dùle¾itý vztah mezi determinan ty a násobením matic. Øíká toti¾, ¾edeterminan t souèinu matic
je roven souèinu determinan tù tìc hto matic. Dùk az této vìt y vìt¹inou vyu¾ívá toho, ¾edeterminan t je vlastnì multilineární forma
øádkù nebo sloupcù matice. Ov¹em pojem multilineární formy není úplnì jednoduchý a také není v osnovách tohoto pøedmìtu.
Dùk az lze také (napø. ??, ??) provést tak, ¾ese obì matice upraví na horní tro júhelník ové, jejic h souèinem je pak opìt horní
trujúhelník ová matice a vyu¾ije se toho, ¾edeterminan t takovýchto matic je roven souèinu èlenù na hlavní diagonále. Musí se
ov¹em pou¾ít úpravy, které nemìní determinan t, a ukázat, které to jsou. V tìc hto skriptec h bych ale pro dùkaz toho, co se dìje
s determinan tem pøi øádkových èi sloupcových úpravách, chtìla pou¾ít právì tato vìtu. Dostala bych se tedy pøi dokazování do
kruh u. Proto jsem hledala nìjaký jin ý dùkaz. V ji¾uvedeném (Zahradník) jsem na¹la dùkaz který nepotøebuje de�no vat nové pojmy
a nepou¾ívá øádkové úpravy matic. Ale není jednoduchý. V té knize je asi na jednu a pùl stránky formátu A5, tedy hodnì zahu¹tìn ý.
Trochu jsem ho þroz¾výkalaÿ, aby byl pro ètenáøestravitelnìj¹í. Pøesto je jen pro velmi odvá¾né.A i ti ho mo¾názdolají a¾po
nìk olik erém pøeètení.Je tady také dobøevidìt úloha pomocných tvrzení, tedy lemmat. Nejprv e doká¾emeètyøi lemmata (a dùkazy
nebudou úplnì jednoduché) a potom s jejic h pomocí (snadno) doká¾emevìtu. Zasvìcenìj¹í ètenáøi si mo¾náv¹imnou, ¾edùkaz
vlastnì vyu¾ívá toho, ¾edeterminan t je multilineární forma, ale explicitnì se to tam neøíká.

Nejprve si v¹imnìme, ¾eka¾doumatici A mù¾emezapsat jako þjakousiÿ správnì uzávorkovanouþsumuÿ matic,
které mají v ka¾démøádkunejvý¹e jednu nenulu (ve sloupcích mohou mít nenulových èlenù i víc). Ta pøípadná
nenula je v¾dyrovna èíslu, které je na té¾epozici v matici A . þSèítatÿ budeme matice, které se li¹í nejvý¹e
v jednom øádku.þSouèetÿtakovýchto matic pak bude rovenmatici, která na tom øádku,ve kterém sematice li¹í,
bude mít souèetodpovídajících øádkù,ostatní øádkysenemìní, to znamená,¾ejsou pro v¹echny tøi matice (oba
þsèítanceÿi jejich þsouèetÿ)stejné.Proto¾esetedy nejednáo þobvykléÿ sèítání,nebudemeje znaèit znaménkem
+, ale znaménkem � .

4.3.10 Pøíklad 0

@
1 2 3
1 0 2
2 1 1

1

A �

0

@
1 0 2
1 0 2
2 1 1

1

A =

0

@
2 2 5
1 0 2
2 1 1

1

A

Matice se li¹ily pouze v prvním øádku, tam jsme jejich èleny seèetli, v ostatních øádcích jsme jen opsali èleny
tìc hto øádkù.

4.3.11 Poznámk a V¹ímavý ètenáøse jistì zeptá, jak budeme sèítat matice, které se od sebe vùbec neli¹í, to
znamenámatici A sesebou samotnou. Které øádkyvybereme,abychom je seèetli?V tomto pøípadì de�n ujeme
jako þsouèetÿopìt matici A . Tedy A � A = A .

4.3.12 Lemma Nech» ' je libovolné (tedy ne nutnì vzájemnì jednoznaèné)zobrazenímno¾iny f 1; 2; : : : ; ng
do mno¾iny f 1; 2; : : : ; ng. OznaèmeA ' matici, která má na pozicích (i; ' (i )) odpovídající prvky matice A , tedy
ai;' ( i ) a na ostatních pozicích nuly. Potom (pøi vhodném uzávorkování) platí, ¾e

A =
M

A ' ;

kde
L

má stejný význam jako
P

pro þnormálníÿ sèítání.
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Dùkaz. Ne¾pøikroèímek dùkazu lemmatu, ilustrujeme si je na dvou pøíkladech. Uva¾ujmeèvercovou matici
øádudvì. Nejprveþrozepí¹emeÿjejí první øádektak, ¾ev ka¾dématici budejedna nula a jednoèísloz odpovídající
pozicev púvodní matici, potom v ka¾déz tìc hto matic þrozepí¹emeÿje¹tì druhý øádek.Máme tedy

A =
�

a b
c d

�
=

�
a 0
c d

�
�

�
0 b
c d

�
=

��
a 0
c 0

�
�

�
a 0
0 d

��
�

��
0 b
c 0

�
�

�
0 b
0 d

��
:

Uva¾ujmenyní ètvercovou matici øádutøi. Opìt nejprve þrozepí¹emeÿprvní øádek.

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
a 0 0
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 b 0
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 0 c
d e f
g h i

1

A

Potom þrozepí¹emeÿdruhý øádek.Uvedemeto jen pro první matici, druhé dvì serozepí¹í analogicky.
0

@
a 0 0
d e f
g h i

1

A =

0

@
a 0 0
d 0 0
g h i

1

A �

0

@
a 0 0
0 e 0
g h i

1

A �

0

@
a 0 0
0 0 f
g h i

1

A

A nakonecþrozepí¹emeÿtøetí øádek,co¾opìt uvedemepouzepro první matici.

0

@
a 0 0
d 0 0
g h i

1

A =

0

@
a 0 0
d 0 0
g 0 0

1

A �

0

@
a 0 0
d 0 0
0 h 0

1

A �

0

@
a 0 0
d 0 0
0 0 i

1

A

Nyní je u¾zøejmé,jak budemepostupovat v obecnémpøípadì. Ve ètvercové matici øádun nejprve þrozepí¹emeÿ
první øádek,dostanemen matic, které se li¹í pouze v prvním øádku,kde mají saménuly kromì jedné pozice,
kde je prvek z odpovídající pozice matice A . V ka¾déz tìc hto matic pak þrozepí¹emeÿdruhý øádek,získáme
n � n matic, které seli¹í pouzev prvních dvou øádcích, mají v ka¾démz nich saménuly kromì jedné pozice,kde
mají prvek z odpovídající pozicematice A . Podobnì postupujeme v dal¹ích øádcích, a¾dostanemepo¾adovaný
rozklad. Ten bude mít nn sèítancù. -,

4.3.13 Lemma Nech» A a B jsou ètvercové matice øádun a platí, ¾eA =
L

A ' . Potom

A � B =
M

(A ' � B ):

Dùkaz. Dùkaz vlastnì staèí provést pouzepro pøípadþjednotlivých závorekÿ, tedy C = C 1 � C2 � : : : � Cn ,
kde C j jsou matice, které se od matice C li¹í pouze v jednom øádku (tøeba i -tém), kde mají na pozici (i; j )
prvek ci;j a jinde nuly. Pøesjednotlivé þúrovnìÿ sepak dostanemea¾k dokazovanému vztahu.

Ilustrujme si to opìt na pøíkladuètvercové matice øádutøi. Mìjme matice, které se li¹í jen v jednom øádku
(tøebaprvním), kde mají saménuly kromì jedné pozice.Máme tedy

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
a 0 0
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 b 0
d e f
g h i

1

A �

0

@
0 0 c
d e f
g h i

1

A

Uva¾ujmematici

B =

0

@
r s t
u v w
x y z

1

A :

Platí

C � B =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A �

0

@
r s t
u v w
x y z

1

A =

0

@
ar + bu+ cx as + bv+ cy at + bw+ cz
dr + eu + f x ds + ev + f y dt + ew + f z
gr + hu + ix gs + hv + iy gt + hw + iz

1

A
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Vynásobmematicí B i jednotlivé sèítance.Dostáváme

C1 � B =

0

@
a 0 0
d e f
g h i

1

A �

0

@
r s t
u v w
x y z

1

A =

0

@
ar as at

dr + eu + f x ds + ev + f y dt + ew + f z
gr + hu + ix gs + hv + iy gt + hw + iz

1

A

C2 � B =

0

@
0 b 0
d e f
g h i

1

A �

0

@
r s t
u v w
x y z

1

A =

0

@
bu bv bw

dr + eu + f x ds + ev + f y dt + ew + f z
gr + hu + ix gs + hv + iy gt + hw + iz

1

A

C3 � B =

0

@
0 0 c
d e f
g h i

1

A �

0

@
r s t
u v w
x y z

1

A =

0

@
cx cy cz

dr + eu + f x ds + ev + f y dt + ew + f z
gr + hu + ix gs + hv + iy gt + hw + iz

1

A

Zøejmì mají v¹echny ètyøi matice stejné druhé a tøetí øádky a souèet prvních øádkù þrozlo¾enýchÿ matic je
roven prvnímu øádkuþnerozlo¾enéÿmatice. Zøejmì platí

C � B = C1 � B � C2 � B � C3 � B

Analogicky mù¾emepostupovat v obecnémpøípadì. Nech»C = C 1 � C2 � : : : � Cn , kde C j jsou matice, které
seod matice C li¹í pouzev jednom øádku(tøebai -tém), kde mají na pozici (i; j ) prvek ci;j a jinde nuly. Nech»B
je libovolná ètvercová matice øádun. Matice C � B a C j � B mají stejné øádkykromì i -tého, kde jsou v maticích
C j � B aij -násobky j -tého øádkumatice B a v matici C � B je souèettìc hto èísel.Platí tedy, ¾e

C � B =
M

(C j � B ):

-,

4.3.14 Lemma Nech» B je libovolná ètvercová matice øádun, A ' matice, která má nuly na v¹ech pozicích
kromì pozic (i; ' (i )) pro i = 1; 2; : : : ; n. Potom platí, ¾e

det (A ' � B ) = det A ' � det B :

Dùkaz. Podívejme sezasenejprve na pøíkladètvercových matic tøetího øádu.

1. Uva¾ujmetøebamatice

A ' =

0

@
0 m 0
n 0 0
0 0 p

1

A a B =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A :

Platí

A ' � B =

0

@
0 m 0
n 0 0
0 0 p

1

A �

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A =

0

@
md me mf
na nb nc
pg ph pi

1

A

Zøejmì

det(A ' � B ) =

�
�
�
�
�
�

md me mf
na nb nc
pg ph pi

�
�
�
�
�
�

= m � n � p �

�
�
�
�
�
�

d e f
a b c
g h i

�
�
�
�
�
�

= � m � n � p �

�
�
�
�
�
�

a b c
d e f
g h i

�
�
�
�
�
�

= det A ' � det B :

Pøi výpoètu jsme nejprve z prvního øádku vytkli èíslo m, z druhého øádku n a ze tøetího p (vyu¾ili
jsme pozorování 4.3.4), potom jsme pøehodili první a druhý øádekmatice, èím¾se zmìnilo znaménko
determinantu (podle tvrzení 4.3.2). To, ¾edet A ' = � m � n � p, je zøejmé.

2. Uva¾ujmeje¹tì pøípad

A ' =

0

@
0 m 0
n 0 0
p 0 0

1

A a B =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A :
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Potom

det(A ' � B ) =

�
�
�
�
�
�

md me mf
na nb nc
pa pb pc

�
�
�
�
�
�

= 0 = 0 �

�
�
�
�
�
�

a b c
d e f
g h i

�
�
�
�
�
�

= det A ' � det B

Proto¾etøetí øádekmatice A ' je p
n -násobkem druhého øádkutéto matice (pokud n 6= 0), je det A ' = 0

(podle pozorování 4.3.5). Podobnì je tøetí øádekmatice A ' � B p
n -násobkem druhého øádkutéto matice,

a proto je det A ' � B = 0.

Pokud n = 0, je druhý øádekv matici A ' i v matici A ' � B nulový, proto det A ' = 0 a det A ' � B = 0.

V obecném pøípadì v i -tém øádku matice A ' � B je ai;' ( i ) -násobek ' (i )-tého øádku matice B . Pokud ¾ádný
z øádkùmatice A ' není násobkem jiného øádkutéto matice, je det A ' roven souèinu a1;' (1) � a2;' (2) � � � an;' (n )

vynásobeným znaménkem odpovídající permutace, kterou je zobrazení' . Platí

det A ' � det B = sgn' � a1;' (1) � a2;' (2) � � � an;' (n ) � det B :

Pøivýpoètu det A ' � B vytkneme z ka¾déhoøádkuèísloai;' ( i ) . Zbude matice, která má stejnéøádkyjako matice
B , jen zapsanév jiném poøadí.To opìt odpovídá permutaci ' . Platí tedy

det(A ' � B ) = a1;' (1) � a2;' (2) � � � an;' (n ) � sgn' � det B :

Pokud je nìkterý øádekmatice A ' násobkem jiného øádku této matice, platí toté¾pro øádky matice A ' � B .
Potom je

det A ' � det B = 0 � det B = 0 a det(A ' � B ) = 0:

V obou pøípadech tedy platí, ¾e
det A ' � det B = det(A ' � B );

co¾jsme chtìli dokázat. -,

4.3.15 Lemma Nech» A a B jsou ètvercové matice, které seli¹í jen v jednom øádku.Potom

det (A � B ) = det A + det B :

Dùkaz. Bezújmy na obecnostimù¾emepøedpokládat, ¾esematice li¹í v prvním øádku.Permutaci � odpovídají
tyto þvýbìryÿ:

1. pro matici A je to a1;�(1) ; a2;�(2) , . . . , an; �( n )

2. pro matici B je to b1;�(1) , a2;�(2) , . . . , an; �( n )

3. pro matici A � B je to (a + b)1;�(1) , a2;�(2) . . . , an; �( n )

Proto¾e

a1;�(1) � a2;�(2) � � � an; �( n ) + b1;�(1) � a2;�(2) � � � an; �( n ) = (a + b)1;�(1) � a2;�(2) � � � an; �( n ) ;

je zøejmì
det (A � B ) = det A + det B :

-,
Nyní máme v¹echno pøipravenopro dùkaz vìt y. Jak bylo vý¹e uvedeno,bude ji¾velmi jednoduchý.

4.3.16 V ìta Nech» A, B jsou ètvercové matice øádun. Potom platí:

det(A � B ) = det A � det B

Dùkaz.

det(A � B ) = det
�� M

A '

�
� B

�
= det

� M
A ' � B

�
=

X
(det A ' � B ) =

X
(det A ' � det B ) =

=
� X

det A '

�
� det B = det

� M
A '

�
� det B = det A � det B

U první a poslední rovnosti jsme pou¾ili lemma 4.3.12, u druhé rovnosti lemma 4.3.13, u tøetí a pøedposlední
lemma 4.3.15, u ètvrté lemma 4.3.14 a u páté jsme pracovali jen s reálnými èísly a vyu¾ili jsme distributivit y
násobení vzhledemke sèítání. -,
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4.4 Výp oèet determinan tu

V úvodní èásti jsmesi slíbili, ¾esenauèímepoèítat determinanty vìt¹íc h matic. Budemeuva¾ovat matice alespoò
druhého øádu.Uvedemesi dva zpùsoby. První vychází z toho, ¾edeterminant tro júhelníkové matice je roven
souèinu èlenù na hlavní diagonále.Upravíme tedy matici na tro júhelníkovou a zachytíme zmìny determinantu,
ke kterým pøi tom do¹lo. Druhý zpùsob je výpoèet determinantu rozvojem podle nìjak ého øádkunebo sloupce.

4.4.1 Tvrzení Determinant tro júhelníkové (horní èi dolní) matice je roven souèinu èlenù na hlavní diagonále.

Dùkaz. Tvrzení staèí dokázat pouze pro horní tro júhelníkovou matici, proto¾ematice transponovaná k dolní
tro júhelníkové je matice horní tro júhelníková. Jejich determinanty sesobì rovnají podle tvrzení 4.3.1.

Mìjme tedy horní tro júhelníkovou matici A . Vybírejme z ka¾déhoøádkua z ka¾déhosloupce právì jeden
prvek. Vybereme-li nulu, je souèinvybraných prvkù roven nule a ve výslednémsouètu seneprojeví. Vybírejme
tedy jen (potenciálnì) nenulové prvky. V posledním øádkumusíme vybrat prvek ann , proto¾ev¹echny ostatní
jsou rovny nule. Tím u¾máme vybrán prvek z posledníhosloupce a v ¾ádnémdal¹ím øádkuprvek z posledního
sloupce vybrat nemù¾eme.V pøedposledním øádku jsou v¹echny prvky kroumì pøedposledního a posledního
nulové. Ten posledníu¾vybrat nemù¾eme,musímetedy vybrat prvek an � 1n � 1. Podobnì postupujemev dal¹ích
øádcích, zøejmì v¾dymusíme vybrat prvek na hlavní diagonále. V¹echny ostatní výbìry obsahují aspoò jednu
nulu, souèinprvkù je proto nulový. Permutce odpovídající výbìru prvkù na hlavní diagonáleje identická, proto
je její znaménko +1. Determinant této matice je tedy roven souèinu èlenù na hlavní diagonále. -,

V pøedchozí kapitole jsme si ukázali, ¾eka¾douètvercovou matici mù¾emeupravit pomocí elementárních øád-
kových úprav na horní tro júhelníkovou matici. Podle pøedchozího tvrzení víme, ¾eje potom snadnéspoèítat
determinant. Nezmìní sealedeterminant pøiøádkových úpravách? Podle tvrzení 3.3.14víme, ¾eelementární øád-
kové úpravy mù¾emenahradit násobením zleva vhodnou elementární transformaèní maticí. Podle vìt y 4.3.16
platí, ¾edeterminant souèinu matic je roven souèinu determinatù matic. Mìjme tedy matici A a proveïme
nìjak ou øádkovou úpravu, tj. vynásobmeji zleva maticí T . Tím získáme matici B . Platí

det B = det(T � A ) = det T � det A

Zmìna, ke které do¹lo, je vyjádøenadeterminantem transformaèní matice. Staèí nám tedy znát determinanty
jednotlivých transformaèních matic.

4.4.2 Tvrzení Nech» matice T vznikla z jednotkové pøehozeními -tého a j -tého øádku.Potom det T = � 1:

Dùkaz. Tvrzení je pøímým dùsledkem tvrzení 4.3.2,kde je permutací ' transpoziceTij . Ta má znaménko (� 1),
determinant jednotkové matice je roven jedné. Odtud ji¾dostáváme po¾adované tvrzení. -,

4.4.3 Tvrzení Nech» matice T vznikla z jednotkové vynásobením i -tého øádkunenulovým reálným èíslem� .
Potom det T = �:

Dùkaz. Poèítámevlastnì determinant diagonální matice, která má v i -tém øádkuèíslo� a v ostatních jednièky.
Souèinèlenù na hlavní diagonále je roven � . -,

4.4.4 Tvrzení Nech»matice T vznikla z jednotkové pøiètením� -násobkui -tého øádkuk j -tému øádku.Potom
det T = 1.

Dùkaz. Tato transformaèní matice se od jednotkové li¹í jen v j -tém øádku, kde má na pozici (j; i ) èíslo � .
Pøestojediný výbìr prvkù, jejich¾souèin nebude roven nule, je výbìr èlenù na hlavní diagonále. Kdybychom
toti¾ vybrali v j -tém øádkuèíslo� , které je v i -tém sloupci, museli bychom v i -tém øádkuvybrat nìjak ou nulu.
Souèinèlenù na hlavní diagonále je roven jedné. -,
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4.4.5 Pøíklad Znázornìme si to na pøíkladu. Mìjme ètvercovou matici øádu 4, která vznikla z jednotkové
pøiètenímdvojnásobku tøetího øádkuke druhému øádku.Tedy

T =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 1 2 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A :

Jedenmo¾ný nenulový výbìr je vybrat prvky na hlavní diagonále.Je také jediný, proto¾ekdybychom ve druhém
øádkuvybrali èíslo2, nesmìli bychom u¾ve tøetím øádkuvybrat ve tøetím sloupci jednièku (ze tøetího sloupce
jsme u¾vybírali), ale museli bychom vybrat nìjaký prvek z jiného sloupce,no a to jsou v¹echno jen nuly. Souèin
vybraných prvkù by tedy byl roven nule.

Proto¾esloupcovým úpravám odpovídá násobení elementárními transformaèními maticemi zprava, mù¾emev¹e
shrnout do následující vìt y.

4.4.6 V ìta Zmìn y determinantu pøi elementárních úpravách.

1. Nech» matice B vznikla z matice A pøehozeními -tého a j -tého øádkunebo sloupce. Potom

det B = (� 1) � det A ; tedy det A = � det B :

2. Nech» matice B vznikla z matice A vynásobením i -tého øádkunebo sloupce nenulovým reálným èílem � .
Potom

det B = � � det A ; tedy det A =
1
�

� det B :

3. Nech» matice B vznikla z matice A pøiètením� -násobku i -tého øádkuk j -tému øádkunebo � -násobku
i -tého sloupce k j -tému sloupci. Potom

det B = det A :

Poèítáme-li determinant matice tímto zpùsobem, musíme zachytit v¹echny zmìny, ke kterým cestou do¹lo.
Není proto rozumné nejprve matici upravovat (se znakem � ), potom spoèítat souèinèlenù na hlavní diagonále
a nakonecpøemý¹let, jestli náhodou nedo¹lo k nìjak é zmìnì. Rozumnìj¹í je poèítat pøímodeterminant a zmìny
v nìm rovnou zachytit.

4.4.7 Pøíklady Spoètìte determinant matice A , jestli¾e

1.

A =

0

@
0 2 2

� 2 1 1
2 1 � 1

1

A

a11 = 0, proto pøehodíme první a druhý øádek(R1  ! R2), tomu odpovídá zmìna znaménka determi-
nantu. Potom ke tøetímu øádkupøiètemeten nový první øádek(R3 := R3 + R1), determinant senezmìní.
Nakonecod tøetího øádkuodeètemedruhý (R3 := R3 � R2). To opìt determinant nezmìní. Je tedy

�
�
�
�
�
�

0 2 2
� 2 1 1

2 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�

� 2 1 1
0 2 2
2 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�

� 2 1 1
0 2 2
0 2 0

�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�

� 2 1 1
0 2 2
0 0 � 2

�
�
�
�
�
�

= � (� 2) � 2 � (� 2) = � 8

Ke stejnému výsledku dojdeme, kdy¾pou¾ijemeSarrusovo pravidlo.

2.

A =

0

B
B
@

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A

K prvnímu øádkupøiètemenejprve druhý øádek(R1 := R1 + R2), ¾ádnázmìna determinantu. K druhému
øádkupøiètemedvojnásobek prvního øádku(R2 := R2 + 2R1), od tøetího odeètemedvojnásobek prvního
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øádku (R3 := R3 � 2R1) a od ètvrtého odeètemetro jnásobek prvního øádku (R4 := R4 � 3R1). Tím
se opìt determinant nezmìní. Máme þvynulovanýÿ první sloupec. Potom od ètvrtého øádku odeèteme
tøetí (R4 := R4 � R3). Pak pøehodíme druhý a ètvrt ý øádek(R2  ! R4), nesmímezapomenout zmìnit
znaménko, a nakonecod tøetíhoøádkuodeètemetro jnásobek druhého øádku(R3 := R3 � 3R2). Tím máme
þvynulovanýÿ druhý sloupec. Pøehodíme je¹tì tøetí a ètvrt ý øádek(R3  ! R4), opìt zmìníme znaménko
a potom od ètvrtého øádkuodeètemedvojnásobek tøetího øádku(R4 := R4 � 2R3).

�
�
�
�
�
�
�
�

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 � 1 1 1
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 � 1 1 1
0 0 4 3
0 3 � 1 � 3
0 4 � 4 � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 � 1 1 1
0 0 4 3
0 3 � 1 � 3
0 1 � 3 0

�
�
�
�
�
�
�
�

=

= �

�
�
�
�
�
�
�
�

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 0 8 � 3
0 0 4 3

�
�
�
�
�
�
�
�

= +

�
�
�
�
�
�
�
�

1 � 1 1 1
0 1 � 3 0
0 0 4 3
0 0 0 � 9

�
�
�
�
�
�
�
�

= � 36

3.

A =

0

B
B
@

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
� 2 � 1 � 1 4

1

C
C
A

Od druhéhoøádkuodeètemedvojnásobekprvního øádku(R2 := R2� 2R1), ketøetímu první øádekpøièteme
(R3 := R3+ R1) a ke ètvrtému pøiètemedvojnásobek prvního øádku(R4 := R4+ 2R1). Tím sedeterminant
nezmìní. Ke tøetímu a ètvrtému øádkupøiètemedruhý øádek(R3 := R3 + R2 a R4 := R4 + R2).

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
� 2 � 1 � 1 4

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 � 1 0
0 � 3 3 � 1
0 3 � 3 2
0 3 � 3 4

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 � 1 0
0 � 3 3 � 1
0 0 0 1
0 0 0 3

�
�
�
�
�
�
�
�

= 0

•
4.4.8 Poznámk a Uvìdomte si dùle¾itosttoho, ¾eøíkáme, ¾ek i-tému øádku pøièteme� -násobekj-tého øádku.
Znamenáto, ¾eten souèetpí¹eme do i-tého øádku.Kdybychom ho psali do øádkuj-tého, determinant upravené
matice by byl � -násobný. Analogicky nemù¾emeøíkat, ¾eod sebeodeèteme i-tý a j-tý øádek, proto¾eje opìt
dùle¾ité,kam výsledný rozdíl napí¹eme. Uká¾emesi to na pøíkladu. Matice bude jen tøetího øádu, abychom
mohli pro kontrolu determinant spoèítat Sarrusovým pravidlem.

4.4.9 Pøíklad Spoètìte determinant matice

A =

0

@
2 1 0
1 � 1 1
0 0 � 1

1

A

V prvním øádkumámeèíslodvì, vedruhém èíslojedna. Mù¾emetedy druhý øádekvynásobit dvìma a odeèíst
od nìj první øádek.Jak sezmìní determinant? Zále¾ína tom, kam ten rozdíl napí¹eme.Pokud do druhéhoøádku,
je determinant upravenématice roven dvojnásobku determinantu maticeA , proto¾ejsme vlastnì provedli dvì
úpravy: nejprve jsme druhý øádekvynásobili dvìma (to je to zdvojnásobení determinantu) a potom jsme od
(nového) druhého øádkuodeèetli øádekprvní (bezezmìny). Pokud bychom ten rozdíl napali do prvního øádku,
opìt by se determinant zmìnil, tentokrát by do¹lo ke zmìnì znaménka. Udìlali jsme toti¾ zasevlastnì dvì
úpravy: nejprve jsme první øádekvynásobili èíslem� 1 (zmìna znaménka) a potom jsme k tomuto upravenému
prvnímu øádkupøièetli dvojnásobek druhého øádku(bezezmìny).
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Spoètìme nyní determinanty upravených matic a potom det A Sarrusovým pravidlem. Nejprvemìjme matici,
která z A vznikla tak, ¾ejsme od dvojnásobku druhého øádkuodeèetli øádekprvní, tzn. rozdíl jsme psali do
druhého øádku. �

�
�
�
�
�

2 1 0
0 � 3 2
0 0 � 1

�
�
�
�
�
�

= 6

Nyní mìjme matici, ve které jsme rozdíl psali do prvního øádku, tedy jsme k � 1-násobku prvního øádku
pøièetli dvojnásobek druhého øádku.

�
�
�
�
�
�

0 � 3 2
1 � 1 1
0 0 � 1

�
�
�
�
�
�

= � 3

NakonecSarrusovým pravidlem spoèítáme det A .

det A =

�
�
�
�
�
�

2 1 0
1 � 1 1
0 0 � 1

�
�
�
�
�
�

= 2 � (� 1) = 3

Opravdu, determinant první upravenématice je dvojnásobkem det A a determinant druhé upravenématice má
opaènéznaménko ne¾det A .

Z tohoto pøíkladu je vidìt, ¾eje velmi výhodné si na pozici prvku þv levém horním rohuÿ, (a11, kdy¾
þnulujemeÿ první sloupec, a22, kdy¾þnulujemeÿ druhý sloupec, . . . ) opatøímejednièku. Pøehazování øádkùèi
sloupcù je úprava, která sice mìní znaménko determinantu, ale tuto zmìnu není obtí¾nézachytit. Pak u¾jen
odeèítámepøíslu¹nénásobky prvního, druhého, . . . øádkua determinant senezmìní.

Pomùckou mù¾ebýt také zápis úprav. Kdy¾ napí¹eme R3 := R3 + 2R1, pí¹eme do tøetího øádku souèet
tøetího a dvojnásobku prvního øádku a determinant se nezmìní (k tøetímu øádku jsme pøièetli dvojnásobek
prvního). Naproti tomu úprava R1 := R3 + 2R1, souèetpí¹eme do prvního øádku,zvìt¹í determinant upravené
matice dvakrát. Díváme se, jak sena pravé stranì zmìnil øádeknebo sloupec, který je na levé stranì. Stejným
zpùsobem sezmìní determinant upravenématice.

Dal¹ím zpùsobem výpoètu determinantu matic vy¹¹ích øádùje rozvoj podle øádku nebo sloupce. Nejprve zase
musímenade�novat nìjak é pojmy.

4.4.10 De�nice Nech» A = aij je ètvercová matice øádun � 2. Doplòkem matice A pøíslu¹nýmpozici (i,j) je
èíslo

D ij = (� 1)i + j � det A ij ;

kde A ij je matice, která vznikne z matice A vynecháním i -tého øádkua j -tého sloupce.

4.4.11 Pøíklad Mìjme matici

A =

0

@
0 2 2

� 2 1 1
2 1 � 1

1

A :

Potom napøíklad

D11 = (� 1)2 �

�
�
�
�

1 1
1 � 1

�
�
�
� = � 2; D12 = (� 1)3 �

�
�
�
�

� 2 1
2 � 1

�
�
�
� = 0; D23 = (� 1)5 �

�
�
�
�

0 2
2 1

�
�
�
� = � (� 4) = 4:

4.4.12 V ìta (o rozvoji determinantu podle i-tého øádku:)
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
an 1 an 2 : : : ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

= ai 1 � D i 1 + ai 2 � D i 2 + � � � + ain � D in =
nX

j =1

aij � D ij :
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Dùkaz. Polo¾menejprve i = 1 (rozvoj podle prvního øádku).Vyjdeme z de�nice determinantu

det A =
X

� 2 Sn

sgn� � a1;�(1) � a2;�(2) � � � an; �( n )

a permutace z mno¾iny Sn rozdìlíme do n skupin podle toho, co pøiøazujíèíslu1. Mìjme Sn; 1 mno¾inu permutací
�, pro které �(1) = 1, . . . , Sn;j mno¾inu permutací �, pro které �(1) = j , . . . , Sn;n mno¾inu permutací �, pro
které �(1) = n. Potom mù¾emepsát

det A =
X

� 2 Sn; 1

sgn� � a1;1 � a2;�(2) � � � an; �( n ) + � � � +
X

� 2 Sn;n

sgn� � a1;n � a2;�(2) � � � an; �( n )

Uva¾ujmenejprve permutace z mno¾iny Sn; 1, tedy takové, pro které je �(1) = 1. Ka¾détakové permutaci
mù¾emepøiøaditpermutaci � 0 na mno¾inì f 2; 3; : : : ; ng de�novanou tak, ¾epouze þvynechámeÿ první prvek.
Tak napøíkladpermutaci

� =
�

1 2 3 4 5 6
1 4 5 3 6 2

�
pøiøadímepermutaci � 0 =

�
2 3 4 5 6
4 5 3 6 2

�
:

Obì tyto permutace mají v¾dystejný poèet inversí.Pøiøazeníje vzájemnì jednoznaèné.Oznaèíme-liS0
n mno¾inu

v¹ech permutací na mno¾inì f 2; 3; : : : ; ng, mù¾emepsát, ¾e
X

� 2 Sn; 1

sgn� � a1;1 � a2;�(2) � � � an; �( n ) = a1;1 �
X

� 02 S0
n

sgn� 0 � a2;�(2) � � � an; �( n ) = a11 � det A11 = a11 � D11:

Uva¾ujmenyní permutace z mno¾iny Sn; 2, tedy ty, pro které je �(1) = 2. Budeme to chtít pøevést na
pøedchozí pøípad,potøebujemetedy pøehodit první dva sloupce. Hledáme permutaci � ?, která po vynásobení
zleva transpozicí T1;2 dá permutaci �. Musíme tedy permutaci � vynásobit inversní permutací k T1;2, co¾je
opìt T1;2. Pro permutaci � ? platí, ¾e� ?(1) = 1, � ?(� � 1(1)) = �(2) a � ?(j ) = �( j ) pro v¹echna ostatní j . Této
permutaci mù¾emepøiøaditpermutaci � 0 jako v pøedchozím pøípadì. To odpovídá vynechání prvního sloupce
upravenématice, tedy druhého sloupce matice pùvodní. Tak napøíkladpro permutaci

� =
�

1 2 3 4 5 6
2 4 6 5 3 1

�
máme � ? =

�
1 2 3 4 5 6
1 4 6 5 3 2

�
a � 0 =

�
2 3 4 5 6
4 6 5 3 2

�
:

Permutace � ? a � 0 mají opìt stejný poèet inversí a tedy stejné znaménko, permutace � ? má o jednu inversi
ménì ne¾�, proto má opaènéznaménko. Opìt mù¾emepsát, ¾e

X

� 2 Sn; 2

sgn� � a1;2 � a2;�(2) � � � an; �( n ) = a1;2 �
X

� 02 S0
n

sgn� 0 � a2;�(2) � � � an; �( n ) = a12 � (� det A12) = a12 � D12:

Analogicky postupujeme dále. Pro permutaci � z mno¾iny Sn;j zase hledáme permutaci � ? , která po
vynásobení zleva souèinem transpozic T1;j � T1;2 � � � Tj � 3;j � 2 � Tj � 2;j � 1 dá permutaci �. Tomu odpovídá, ¾e
napí¹emesloupce v poøadíj -tý, první, druhý,. . . , (j � 1)-ní, (j + 1)-ní,. . . , n-tý. Dostanemeji tak, ¾epermutaci
� násobímeinversní permutací k tomu souèinu, tedy vlastnì tìmi transpozicemi v opaènémpoøadí.Proto¾e
jsme násobili (j � 1) transpozicemi,dojde ke zmìnì znaménka pouzev pøípadì, ¾ej je sudé.Permutaci � ? opìt
pøiøadímepermutaci � 0 (stejné znaménko jako � ?) a mù¾emepsát, ¾e

X

� 2 Sn;j

sgn� � a1;j � a2;�(2) � � � an; �( n ) = a1;j �
X

� 02 S0
n

sgn� 0 � a2;�(2) � � � an; �( n ) = a1j � (� 1)j � 1 det A1j ) =

= a1j � (� 1)j +1 det A1j ) = a1j � D1j :

Máme tedy

det A =
X

� 2 Sn; 1

sgn� � a1;1 � a2;�(2) � � � an; �( n ) + � � � +
X

� 2 Sn;n

sgn� � a1;n � a2;�(2) � � � an; �( n ) =

= a11 � D11 + a12 � D12 + � � � + a1n � D1n
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Chceme-li rozvíjet podle i -tého øádku, nejprve øádky napí¹eme v poøadí i -tý, první, druhý, . . . , (i � 1)-ní,
(i + 1)-ní,. . . , n-tý a tím to pøevedemena pøedchozí pøípad.To znamená,¾etentokrát budemeodpovídajícími
transpozicemi násobit zprava (celkem (i � 1) transpozic). Ka¾dýèlen rozvoje proto musíme násobit (� 1)i � 1.
Dostáváme

det A = ai 1 � (� 1)i +1 det A i 1 + ai 2 � (� 1)i +2 det A i 2 + : : :+ ain � (� 1)i + n det A in = ai 1 �D i 1 + ai 2 �D i 2 + � � �+ ain �D in

-,

Proto¾edet A = det AT , platí analogická vìta i pro sloupce.

4.4.13 V ìta (o rozvoji determinantu podle j-tého sloupce:)
�
�
�
�
�
�
�
�
�

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
an 1 an 2 : : : ann

�
�
�
�
�
�
�
�
�

= a1j � D1j + a2j � D2j + � � � + anj � Dnj =
nX

i =1

aij � D ij :

4.4.14 Tvrzení Platí

nX

j =1

aij � D k j = ak1 � D i 1 + ai 2 � D k2 + � � � + ain � D kn = 0 pro i 6= k:

nX

i =1

aij � D ik = a1j � D1k + a2j � D2k + � � � + anj � Dnk = 0 pro j 6= k:

Dùkaz. První vztah odpovídá rozvoji determinantu matice, která má stejný i -tý a k-tý øádek,druhý vztah
rozvoji determinantu matice, která má stejný j -tý a k-tý sloupec. Determinanty takovýchto matic jsou nulové,
jak jsme si ukázali v pozorováních 4.3.3 a 4.3.7. -,

4.4.15 Pøíklady Výpoèet si zaseuká¾emena pøíkladech

1. Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A

Mù¾emeudìlat rozvoj podle kteréhokoli øádkunebo sloupce.Urèitì sevyplatí si matici tro chu prohlédnout
a vybrat øádeknebo sloupec, ve kterém je hodnì nul. Pokud toti¾ aij = 0, je také aij � D ij = 0 a je tedy
zbyteèné D ij poèítat. V na¹em pøípadì je takový výhodný ètvrt ý sloupec. Udìláme proto rozvoj podle
tohoto sloupce. Staèí spoèítat D 24 a D34.

D24 = (� 1)6 �

�
�
�
�
�
�

3 � 3 � 1
2 1 1
3 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= 1 � (( � 3 � 2 � 9) � (� 3 + 3 + 6)) = � 20

D34 = (� 1)7 �

�
�
�
�
�
�

3 � 3 � 1
� 2 2 2

3 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= (� 1) � (( � 6 + 2 � 18) � (� 6 + 6 � 6)) = 16

Potom det A = 0 � D14 + 1 � (� 20) + (� 1) � 16+ 0 � D 44 = � 36:
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2. Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
� 2 � 1 � 1 4

1

C
C
A

Tady tak þmoc výhodnýÿ øádekani sloupecnemáme.Pouzev prvním øádkua ètvrtém sloupci mámejednu
nulu. Proto¾ev minulém pøíkladu jsme dìlali rozvoj podle sloupce, udìláme teï rozvoj podle prvního
øádku.Budeme poèítat jen D 11, D12 a D13.

D11 = (� 1)2 �

�
�
�
�
�
�

1 1 � 1
1 � 2 2

� 1 � 1 4

�
�
�
�
�
�

= 1 � (( � 8 + 1 � 2) � (� 2 � 2 + 4)) = � 9

D12 = (� 1)3 �

�
�
�
�
�
�

2 1 � 1
� 1 � 2 2
� 2 � 1 4

�
�
�
�
�
�

= (� 1) � (( � 16 � 1 � 4) � (� 4 � 4 � 4)) = 9

D13 = (� 1)4 �

�
�
�
�
�
�

2 1 � 1
� 1 1 2
� 2 � 1 4

�
�
�
�
�
�

= 1 � ((8 � 1 � 4) � (2 � 4 � 4)) = 9

Potom det A = 1 � (� 9) + 2 � 9 + (� 1) � 9 + 0 � D 14 = 0:

4.4.16 Poznámk a Z uvedených pøíkladù je vidìt, ¾epøi tomto zpùsobu výpoètu senám sicesní¾íøádmatic,
jejch¾determinant poèítáme, ale zase tìc h matic pøibývá. Kdybychom poèítali determinant matice pátého
øádu, která by nemìla na ¾ádnépozici nulu, museli bychom spoèítat pìt determinantù matic ètvrtého øádu,
tedy 5 � 4 = 20 determinantù matic tøetího øádu.Ty sice mù¾emespoèítat Sarrusovým pravidlem, ale je toho
poèítání hodnì.

Mohlo by sezdát, ¾eje výhodnìj¹í poèítat determinanty tím prvním zpùsobem. Ale to je velmi nevýhodné
u matic, které obsahují nìjaký parametr. Musí sepotom hlídat, abychom nenásobilinulou, a taky úpravy øádkù
jsou nepøíjemné.

Proto se vyplatí oba uvedenézpùsoby zkombinovat. Nejprve si matici tro chu upravit, þvynulovatÿ nìjaký
øádeknebo sloupec a potom udìlat rozvoj podle tohoto øádkunebo sloupce. V tom pøípadì u¾poèítáme jen
jeden determinant matice ni¾¹íhoøádu.

4.4.17 Pøíklady Výpoèet si zaseuká¾emena pøíkladech

1. Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

1

C
C
A

Zøejmì je nejjednodu¹¹í þvynulovatÿ poslednísloupec. Staèí ke tøetímu øádkupøièístøádekdruhý. Tím se
determinant nezmìní. Pak udìláme rozvoj podle ètvrtého sloupce.

�
�
�
�
�
�
�
�

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

2 1 1 � 1
3 1 � 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

3 � 3 � 1 0
� 2 2 2 1

0 3 3 0
3 1 � 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

= 1 � D24 = 1 � (� 1)6 �

�
�
�
�
�
�

3 � 3 � 1
0 3 3
3 1 � 1

�
�
�
�
�
�

=

= � (( � 9 + 0 � 27) � (� 9 + 9 + 0)) = � 36

2. Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
� 2 � 1 � 1 4

1

C
C
A
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Zøejmì bude nejvýhodnìj¹í þvynulovatÿ první øádeknebo poslední sloupec, proto¾etam u¾máme jednu
nulu. Ale mù¾emeþvynulovatÿ i kterýkoli jiný øádekèi sloupec. Tak tøebavyberemeten první øádek.V
prvním sloupci je jednièka, tu zachováme, od druhého sloupce odeètemedvojnásobek prvního sloupce a
ke tøetímu sloupci první sloupec pøièteme.Determinant se nezmìní. Pak udìláme rozvoj podle prvního
øádku.

�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 � 1 0
2 1 1 � 1

� 1 1 � 2 2
� 2 � 1 � 1 4

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1 0 0 0
2 � 3 3 � 1

� 1 3 � 3 2
� 2 3 � 3 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= 1 � D11 = 1 � (� 1)2 �

�
�
�
�
�
�

� 3 3 � 1
3 � 3 2
3 � 3 4

�
�
�
�
�
�

Nyní bychom u¾mohli pou¾ítSarrusovo pravidlo. Ale mù¾emetaké z prvního a druhého sloupcevytknout
èíslo tøi, èím¾sepoèítání zjednodu¹í.

det A =

�
�
�
�
�
�

� 3 3 � 1
3 � 3 2
3 � 3 4

�
�
�
�
�
�

= 3 � 3 �

�
�
�
�
�
�

� 1 1 � 1
1 � 1 2
1 � 1 4

�
�
�
�
�
�

= 9 � ((4 + 1 + 2) � (1 + 2 + 4) = 9 � 0 = 0

Také jsme mohli matici je¹tì upravit a þvynulovatÿ nìjaký øádeknebo sloupec. Tøeba druhý sloupec.
Mù¾emezachovat tro jku v prvním øádkua první øádekpøièístke druhému a tøetímu øádku.Pak udìláme
rozvoj podle druhého sloupce.

det A =

�
�
�
�
�
�

� 3 3 � 1
3 � 3 2
3 � 3 4

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

� 3 3 � 1
0 0 1
0 0 3

�
�
�
�
�
�

= 3 � D12 = 3 � (� 1)3 �

�
�
�
�

0 1
0 3

�
�
�
� = 3 � 0 = 0

Mo¾násevám v tìc hto pøíkladech zdály v¹echny postupy stejnì nároèné(èi spí¹ nenároèné). Rozdíl seprojeví
pøi výpoètu determinantu matice, ve které se vyskytuje nìjaký parametr. V následujícím pøíkladu spoèítáme
determinant té¾ematice rùznými zpùsoby. Mù¾etesepak sami rozhodnout pro zpùsob, který sevám bude zdát
nejvýhodnìj¹í.

4.4.18 Pøíklad Nech» p je reálné èíslo.Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

� p + 1 � p 0 p + 2
p � 1 � p 1 p

2p � 2p + 1 2 2p � 1
p + 4 2p + 2 � 1 � p � 3

1

C
C
A

1. Nejprve budeme determinant poèítat prvním zpùsobem. Proto¾eho pova¾uji za velmi nerozumný, a¾
nebezpeèný, bude u tohoto postupu patøiènáznaèka.

j Pomocí øádkových úprav pøevedemematici na horní tro júhelníkovou. V prvním øádku prvního sloupce
máme � p + 1. I v ostatních øádcích prvního sloupce jsou výrazy s parametrem. Tak zkusímeprvní øádek
zachovat a þvynulujemeÿ zbylé øádkyprvního sloupce.U druhého øádkuje to snadné.Pouzek nìmu první
øádekpøièteme.Abychom získali nulu ve tøetím øádku, musíme k nìmu pøièíst � 2p

� p+1 -násobek prvního

øádku.Ke ètvrtému øádkupak musímepøièíst � p+4
� p+1 -násobek prvního øádku.Musíme pøedpokládat, ¾e

� p + 1 6= 0, tedy p 6= 1, proto¾enulou nemù¾emedìlit. Navíc senám takto do matice dostanou zlomky a
to nám bude komplikovat dal¹í poèítání. Zlomky jsou natolik o¹kliv á komplikace,¾eu¾radìji nebudeme
pokraèovat. Pokud ètenáøo o¹kliv osti je¹tì pochybuje, mù¾ezkusit poèítat sám.

Tím ale je¹tì nezavrhujememetodu postupnéúpravy na horní tro júhelníkovou matici. Zlomkùm semù¾eme
vyhnout tøebatím, ¾enejprve tøetí a ètvrt ý øádekvynásobímeèíslem� p + 1 a potom od nich odeèteme
pøíslu¹nénásobkyprvního øádku.To alenení zadarmo.První problém je, ¾ekdy¾øádeknìèím vynásobíme,
zmìní se determinant. Determinant upravené matice bude (� p + 1) � (� p + 1)-násobkem determinantu
matice A . Poèítáme-li determinant matice A , musímedeterminant upravenématice tímto èíslemvydìlit,
tzn. vynásobit 1

( � p+1) 2 . Dal¹í problém je, ¾etato úprava opìt umo¾òuje pouzenásobení nenulovým èíslem,
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tak¾esenezbavíme podmínky, ¾ep 6= 1. Dále pokraèujemes touto podmínkou, pro p = 1 musímepoèítat
zvlá¹».

Udìlejme tedy po¾adovanéúpravy. Druhý a tøetí øádekvynásobmeèíslem(� p+ 1), (R3 := (� p+ 1) � R3;
R4 := (� p+ 1) �R4), potom ke druhému øádkupøiètìme první øádek(R2 := R2 + R1), od tøetíhoodeètìme
(2p)-násobek prvního øádku(R3 := R3 � 2p � R1) a od ètvrtého øádkuodeètìme (p + 4)-násobek prvního
øádku(R4 := R4 � (p + 4) � R1). Tím jsme þvynulovaliÿ první sloupec.

det A =

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
p � 1 � p 1 p

2p � 2p + 1 2 2p � 1
p + 4 2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

=

=
1

(� p + 1)2 �

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
p � 1 � p 1 p

2p(� p + 1) (� 2p + 1)(� p + 1) 2(� p + 1) (2p � 1)(� p + 1)
(p + 4)(� p + 1) (2p + 2)(� p + 1) � 1(� p + 1) (� p � 3)(� p + 1)

�
�
�
�
�
�
�
�

=

=
1

(� p + 1)2 �

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
0 � 2p 1 2p + 2
0 4p2 � 3p + 1 � 2p + 2 � 4p2 � p � 1
0 � p2 + 4p + 2 p � 1 � 4p � 11

�
�
�
�
�
�
�
�

Nyní þvynulujemeÿ druhý sloupec.Nejprve tøetí a ètvrt ý øádekvynásobíme(� 2p), zasenemù¾emenásobit
nulou, musímepøidat podmínku, ¾e� 2p 6= 0, tedy p 6= 0. Také sezmìní determinant upravenématice, je
(� 2p)2-násobkem determinantu pùvodní matice, proto musíme vydìlit èíslem(� 2p)2. Potom od tøetího
øádkuodeèteme(4p2 � 3p + 1)-násobek druhého øádku (R3 := R3 � (4p2 � 3p + 1) � R2) a od ètvrtého
øádku(� p2 + 4p+ 2)-násobek druhého øádku(R4 := R4 � (� p2 + 4p+ 2) � R2). Tím máme þvynulovanýÿ
druhý sloupec.

det A =
1

(� p + 1)2 � (� 2p)2 �

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
0 � 2p 1 2p + 2
0 0 � p � 1 6p � 2
0 0 � p2 � 2p � 2 2p3 � 2p2 � 10p + 4

�
�
�
�
�
�
�
�

Nakonec vynásobímeètvrt ý øádekèíslem(� p � 1) (tím to èíslemmusíme determinant vydìlit), pøidáme
podmínku � p � 1 6= 0, tedy p 6= � 1 a od ètvrtého øádkuodeèteme(� p2 � 2p � 2)-násobek tøetího øádku
(R4 := R4 � (� p2 � 2p � 2) � R3). Tím máme matici upravenou na horní tro júhelníkovou.

det A =
1

(� p + 1)2 � (� 2p)2 � (� p � 1)
�

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
0 � 2p 1 2p + 2
0 0 � p � 1 6p � 2
0 0 0 � 2p4 + 2p3 � 2p2 + 2p

�
�
�
�
�
�
�
�

Nyní je¹tì vynásobímeprvky na hlavní diagonále,zkrátíme a dopoèítáme.

=
(� p + 1) � (� 2p) � (� p � 1) � (� 2p) � (p3 � p2 + p � 1)

(� p + 1)2 � (� 2p)2 � (� p � 1)
= � p2 � 1

Tím mámespoèítaný determinant matice A pro p 2 R nf 1; 0; � 1g. Zbývá dopoèítat determinant pro tyto
tøi hodnoty.

(a) p = 1 �
�
�
�
�
�
�
�

0 � 1 0 3
0 � 1 1 1
2 � 1 2 1
5 4 � 1 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= � 2
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(b) p = 0 �
�
�
�
�
�
�
�

1 0 0 2
� 1 0 1 0

0 1 2 � 1
4 2 � 1 � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

= � 1

(c) p = � 1 �
�
�
�
�
�
�
�

2 1 0 1
� 2 1 1 � 1
� 2 3 2 � 3

3 0 � 1 � 2

�
�
�
�
�
�
�
�

= � 2

þ Doufám, ¾evás tento zpùsob výp oètu dostateènì znechutil. Pøiznávám, ¾ei já jsem poèítala nìk olikrát a dokonce jsem
dospìla do stadia, kdy jsem si øekla, ¾eukázat, ¾eje nìjaký postup hrozný, je sice pìkné, ale proè to mám dìlat zrovna já.
Nakonec zvítìzilo mé lep¹í a zodpovìdnìj¹í þjáÿ a vytrv ala jsem. Ale opakovat to u¾nehodlám. Snad si ètenáøuvìdomil, ¾e
øádkové nebo sloupcové úpravy v matici, která obsahuje nìjaký parametr, jsou opravdu velmi nepøíjemné,a bude je pou¾ívat
pouze v pøípadech, kdy to je nezbytné (neexistuje jiná mo¾nost). Kdy¾ se tedy o nìjakýc h pár stránek dále dostaneme do
situace, kdy jedna z mo¾ností, jak postupovat, bude upravit nìjak ou matici s parametrem, odká¾ipouze na tento pøíklad.

2. Dal¹í zpùsob je rozvoj podle øádkunebo sloupce.Pokud nebudemepøíli¹ pøemý¹let, udìláme tøebarozvoj
podle prvního sloupce.

det A = (� p + 1) �

�
�
�
�
�
�

� p 1 p
� 2p + 1 2 2p � 1
2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
� (p � 1) �

�
�
�
�
�
�

� p 0 p + 2
� 2p + 1 2 2p � 1
2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
+

+2 p �

�
�
�
�
�
�

� p 0 p + 2
� p 1 p

2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
� (p + 4) �

�
�
�
�
�
�

� p 0 p + 2
� p 1 p

� 2p + 1 2 2p � 1

�
�
�
�
�
�

=

= (� p + 1) � (� p + 1) + (� p + 1) � (� 2p2 � 2p � 10) + 2p � (� p2 � p � 4) + (� p � 4) � (� 2) = � p2 � 1

Pokud budemepøemý¹let aspoò tro chu, udìláme rozvoj podle tøetího sloupce nebo podle prvního øádku,
proto¾etam máme jednu nulu. Tak nejprve rozvoj podle tøetího slupce.

det A = 1 � (� 1)5 �

�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p p + 2
2p � 2p + 1 2p � 1

p + 4 2p + 2 � p � 3

�
�
�
�
�
�
+ 2 � (� 1)6 �

�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p p + 2
p � 1 � p p
p + 4 2p + 2 � p � 3

�
�
�
�
�
�
+

+( � 1) � (� 1)7 �

�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p p + 2
p � 1 � p p

2p � 2p + 1 2p � 1

�
�
�
�
�
�

=

= � 1 � (4p3 + 5p2 + 26p � 9) + 2 � (2p3 + 2p2 + 10p � 4) + 1 � (6p � 2) = � p2 � 1

Je¹tì rozvoj podle prvního øádku

det A = (� p + 1) � (� 1)2 �

�
�
�
�
�
�

� p 1 p
� 2p + 1 2 2p � 1
2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
� p � (� 1)3 �

�
�
�
�
�
�

p � 1 1 p
2p 2 2p � 1

p + 4 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
+

+( p + 2) � (� 1)5 �

�
�
�
�
�
�

p � 1 � p 1
2p � 2p + 1 2

p + 4 2p + 2 � 1

�
�
�
�
�
�

=

= (� p + 1) � (� p + 1) + p � (� 2p + 3) � (p + 2) � 1 = � p2 � 1
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3. Tento zpùsob byl asi o nìco pøíjemnìj¹í, ale pøecejen se muselo dost poèítat. Teï si uká¾emezpùsob
výpoètu, který je nejjednodu¹¹í. Nejprve matici tro chu upravíme. Proto¾eve tøetím sloupci jsou jen èísla,
bude nejsnaz¹íþvynulovatÿ právì tento sloupec.Nechámejednièku ve druhém øádku,od tøetíhoodeèteme
dvojnásobek druhého øádkua ke ètvrtému druhý øádekpøièteme(R3 := R3 � 2R2 a R4 := R4 + R2). Tím
sedeterminant nezmìní. Potom udìláme rozvoj podle tøetího sloupce.
�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
p � 1 � p 1 p

2p � 2p + 1 2 2p � 1
p + 4 2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
p � 1 � p 1 p

2 1 0 � 1
2p + 3 p + 2 0 � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

= (� 1)5 �

�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p p + 2
2 1 � 1

2p + 3 p + 2 � 3

�
�
�
�
�
�

Teï u¾mù¾emepou¾ítSarrusovo pravidlo nebo matici je¹tì tro chu upravit. Tøeba þvynulovatÿ druhý
øádek,tedy od prvního sloupce odeèístdvojnásobek prvního (S1 := S1 � 2S2) a ke tøetímu pøièístdruhý
sloupec (S3 := S3 + S2). Tím seopìt determinant nezmìní.

det A = �

�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p p + 2
2 1 � 1

2p + 3 p + 2 � 3

�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�

p + 1 � p 2
0 1 0

� 1 p + 2 p � 1

�
�
�
�
�
�

=

= � 1 � (� 1)4 �

�
�
�
�

p + 1 2
� 1 p � 1

�
�
�
� = � ((p2 � 1) � (� 2)) = � p2 � 1

Mo¾náje nìk omu nepøíjemnésna¾itse þvynulovatÿ nìco jiného ne¾první sloupec. Mù¾esi vhodnými
øádkovými a sloupcovými úpravami pøemístit vhodný prvek (nìjak ou jednièku) na pozici (1; 1). Zmìn y
znaménekjsou snadnozachytitelné. V na¹em pøípadì mù¾emetøebapøehodit první a tøetí sloupec(zmìna
znaménka) a první a druhý øádek(opìt zmìna znaménka). Tím sena pozici (1; 1) opravdu dostaneèíslo
jedna. A dále mù¾emeupravovat standardním zpùsobem.

�
�
�
�
�
�
�
�

� p + 1 � p 0 p + 2
p � 1 � p 1 p

2p � 2p + 1 2 2p � 1
p + 4 2p + 2 � 1 � p � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�
�
�

0 � p � p + 1 p + 2
1 � p p � 1 p
2 � 2p + 1 2p 2p � 1

� 1 2p + 2 p + 4 � p � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

j =

= +

�
�
�
�
�
�
�
�

1 � p p � 1 p
0 � p � p + 1 p + 2
2 � 2p + 1 2p 2p � 1

� 1 2p + 2 p + 4 � p � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

Pokud senám zdávýhodný nìjaký øádek,alenechcemeþnulovatÿ øádek,alepouzesloupec,mù¾emematici
transponovat, tím sedeterminant nezmìní.

Z uvedenéhopøíkladu snad bylo patrné, ¾ese pøi výpoètu determinantu vyplatí se chvíli zamyslet, prohléd-
nout si matici a rozhodnout se, jak ji nejsnáz tro chu upravit, abychom mohli udìlat rozvoj podle nìjak ého
þvynulovanéhoÿøádkunebo sloupce. Takto þztracenýÿ èassenám bohatì vrátí pøi výpoètu.

4.5 Cvièení

1. Vypoètìte následujícídeterminanty.

(a)

�
�
�
�

1 3
� 2 � 3

�
�
�
� ; (b)

�
�
�
�

sinx cosx
cosx � sinx

�
�
�
� ; (c)

�
�
�
�
�
�

1 � 2 2
� 3 0 1

1 2 � 1

�
�
�
�
�
�

(d)

�
�
�
�
�
�

1 2 � 1
0 2 1
1 0 � 1

�
�
�
�
�
�
; (e)

�
�
�
�
�
�

� 1 2 1
1 � 1 1
1 0 1

�
�
�
�
�
�
; (f )

�
�
�
�
�
�

1 � 2 � 1
2 � 2 1
1 1 � 1

�
�
�
�
�
�
:
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2. Rozhodnìte, pro které hodnoty reálnéhoparametru a je matice A regulární.

(a)

A =

0

@
a 2a + 2 � 1

a � 2 � a � 3 3
0 a + 2 a � 1

1

A

(b)

A =

0

@
a � 1 a + 2 a � 2

0 � a 1
a a + 2 a � 1

1

A

(c)

A =

0

@
a � 1 a � 1

� 2 a + 1 2a � 3
a + 2 � a � 2 � a + 3

1

A

3. Pøímoz de�nice spoètìte následující determinanty (øídkých) matic.

(a)

�
�
�
�
�
�
�
�

1 0 1 � 1
1 1 0 0
0 1 0 � 1

� 1 0 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

; (b)

�
�
�
�
�
�
�
�

� 1 1 0 1
1 � 1 1 0
0 1 0 1

� 1 0 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

4. Spoètìte následující determinanty

(a)

�
�
�
�
�
�
�
�

2 1 � 1 0
1 2 0 1

� 1 1 1 2
� 1 0 2 1

�
�
�
�
�
�
�
�

; (b)

�
�
�
�
�
�
�
�

2 � 1 � 1 1
� 1 2 1 0
� 1 1 1 1

1 0 1 2

�
�
�
�
�
�
�
�

;

(c)

�
�
�
�
�
�
�
�

0 � 2 1 � 1
1 3 � 1 0
2 2 0 � 1
3 1 1 � 1

�
�
�
�
�
�
�
�

; (d)

�
�
�
�
�
�
�
�

0 3 2 2
2 1 1 2
1 2 � 1 1
2 � 1 0 1

�
�
�
�
�
�
�
�

:

5. Rozhodnìte, pro jaké hodnoty reálnéhoparametru p je matice A regulární.

(a)

A =

0

B
B
@

2p � 3 � 3 2 2p + 5
p � 2 � 2 1 p + 2

p 1 1 p + 3
2p � 3 p � 3 1 p + 2

1

C
C
A

(b)

A =

0

B
B
@

3p 4p � 2 � p + 2 2p � 1
p + 4 5 p 2

1 2 � 1 1
2p + 3 p + 5 2p 2

1

C
C
A

6. Spoètìte Vandermondùvdeterminant øáduètyøi, tj. determinant matice
0

B
B
@

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

1

C
C
A

Zamyslete senad tím, jak bude obecnì vypadat Vandermondùv determinant øádun.
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7. Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1

C
C
A

Zamyslete senad tím, jak bude obecnì vypadat determinant matice øádun, která má na hlavní diagonále
nuly a jinde jednièky.

8. Spoètìte determinant matice

A =

0

B
B
@

� 3 1 1 1
1 � 3 1 1
1 1 � 3 1
1 1 1 � 3

1

C
C
A

Zamyslete senad tím, jak bude obecnì vypadat determinant matice øádun, která má na hlavní diagonále
1 � n a jinde jednièky.

4.6 Výsledky

1. (a) 6; (b) � 1; (c) � 10; (d) 2; (e) 0; (f ) � 9:

2. (a) det A = a3 � a; proto je A regulární pro a 2 R n f 0; 1; � 1g:

(b) det A = 1; proto je A regulární pro v¹echna a 2 R:

(c) det A = a2 + a � 2; proto je A regulární pro a 2 R n f 1; � 2g:

3. (a) 3; (b) � 1:

4. (a) � 4; (b) � 4; (c) 0; (d) 3:

5. (a) det A = p � 1; proto je A regulární pro p 2 R n f 1g:

(b) det A = � (p + 1); proto je A regulární pro p 2 R n f� 1g:

6. Determinant bude roven (b� a) � (c � a) � (d � a) � (c � b) � (d � b) � (d � c):

Návod: od ka¾déhosloupce odeèteme a-násobek pøedchozího. Tím se þvynulujeÿ první øádek (kromì
prvního sloupce,kde je jednièka), udìláme podle nìj rozvoj. Z prvního øádkumù¾emeþvytknoutÿ (b� a),
z druhého (c � a) a ze tøetího (d � a). Determinant bude roven

(b� a) � (c � a) � (d � a) �

�
�
�
�
�
�

1 b b2

1 c c2

1 d d2

�
�
�
�
�
�
:

Tuto matici mù¾emeupravit analogicky, od ka¾déhosloupce odeètemeb-násobek pøedchozího, udìláme
rozvoj podle prvního sloupcea vytkneme (c� b) a (d� b). Máme ètvercovou matici øádudvì, determinant
spoèítáme Sarrusovým pravidlem.

V obecnémpøípadì postupujeme analogicky.

�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 a1 a2
1 : : : an � 1

1
1 a2 a2

2 : : : an � 1
2

...
...

. . .
...

1 an a2
n : : : an � 1

n

�
�
�
�
�
�
�
�
�

= (a2 � a1) � (a3 � a1) � � � (an � a1) � � � (a3 � a2) � � � (an � a2) � � � (an � an � 1)

7. Návod: nejprve od druhého, tøetího i ètvrtého øádku odeètemeprvní øádek,potom k prvnímu sloupci
postupnì pøiètemedruhý, tøetí a ètvrt ý sloupec. Získáme diagonální matici, determinant je souèin èlenù
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na hlavní diagonále.
�
�
�
�
�
�
�
�

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

0 1 1 1
1 � 1 0 0
1 0 � 1 0
1 0 0 � 1

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

3 1 1 1
0 � 1 0 0
0 0 � 1 0
0 0 0 � 1

�
�
�
�
�
�
�
�

= 3 � (� 1)3 = � 3

V obecnémpøípadì postupujeme analogicky, determinant je (� 1)n � 1 � (n � 1).

8. Návod: Matici upravujeme jako v pøedchozím pøíkladu.Dostaneme
�
�
�
�
�
�
�
�

� 3 1 1 1
1 � 3 1 1
1 1 � 3 1
1 1 1 � 3

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

� 3 1 1 1
4 � 4 0 0
4 0 � 4 0
4 0 0 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

0 1 1 1
0 � 4 0 0
0 0 � 4 0
0 0 0 � 4

�
�
�
�
�
�
�
�

= 0

V obecnémpøípadì postupujeme analogicky, determinant je roven nule.
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Kapitola 5

In versní matice

Ve tøetí kapitole jsme nadhodili otázku dìlení matic a krácení v maticových rovnostech. Oba tyto problémy
souvisí s inversní maticí, které bude vìnována tato kapitola.

5.1 De�nice a výp oèet

5.1.1 De�nice Nech» A je ètvercová matice øádu n. Ètv ercovou matici B øádu n nazveme inversní maticí
k matici A , jestli¾eplatí

A � B = En = B � A ;

kde En je odpovídající jednotková matice.

Mo¾návás napadne, proè inversní matici k A neoznaèujemenìjak ve vztahu s A , napø. A � 1. Jak u¾jsme
døíve vypozorovali, je násobení matic ponìkud þneobvykláÿ operace.Tak by nás snad ani nepøekvapilo, kdyby
inversních matic k jedné matici mohlo být i víc ne¾jedna. Která by potom byla ta, kterou oznaèímeA � 1? Také
jste si jistì v¹imli, ¾ev de�nici inversnímatice jsme násobili matice v obou poøadích. Je to dáno tím, ¾enásobení
matic není komutativní, nemuselo by tedy platit, ¾ekdy¾A � B = En , tak také B � A = En . Následující dvì
tvrzení uká¾í,¾e(na¹tìstí) tyto obavy mít nemusíme.

5.1.2 Tvrzení Inversní matice ke ètvercové matici A øádun je urèenájednoznaènì.

Dùkaz. Budemedokazovat sporem, to znamená,¾ebudemepøedpokládat, ¾eexistují dvì rùznéètvercovématice
B a C øádun takové, ¾e

A � B = B � A = En = A � C = C � A :

Potom ale
B = B � En = B � (A � C) = (B � A ) � C = En � C = C;

tedy B = C; co¾je spor spøedpokladem,¾ematice B a C jsou rùzné.V pøedchozímøádkujsmevyu¾ilineutralit y
jednotkové matice vzhledemk násobení (první a poslednírovnost) a asociativit y násobení matic (tøetí rovnost).

-,

Vìdomi si toho, ¾enemohou k jedné matici existovat dvì rùzné inversní matice, mù¾emenyní inversní matici
k matici A oznaèovat A � 1. Samozøejmìpokud existuje.

5.1.3 Tvrzení Nech» A je ètvercová matice øádun, nech» k ní existuje inversní matice A � 1.

1. Pokud existuje matice B taková, ¾eB � A = En , potom B = A � 1.

2. Pokud existuje matice C taková, ¾eA � C = En , potom C = A � 1.

Dùkaz.

1. B = B � En = B � (A � A � 1) = (B � A ) � A � 1 = En � A � 1 = A � 1
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2. C = En � B = (A � 1 � A ) � C = A � 1 � (A � C) = A � 1 � En = A � 1

-,

V pøedchozích tvrzeních jsme narazili na podmínku þpokud existujeÿ. Mù¾esesnad stát, ¾ek nìjak é matici
neexistuje inversní matice? Zøejmì nebude existovat k nulové matici. Ale k nenulové? V této otázce u¾oproti
pøedchozím takové¹tìstí nemáme.Opravdu existují nenulové matice, ke kterým neexistujematice inversní.Jsou
to v¹echny singulární matice. Pøipomínáme, ¾esingulární matice je taková matice, její¾determinant je roven
nule. Naproti tomu ke ka¾déregulární matici (determinant je nenulový) inversní matice existuje.

5.1.4 Tvrzení Nech» A je singulární matice. Potom A � 1 neexistuje.

Dùkaz. Budeme opìt dokazovat sporem. Pøedpokládejme, ¾eA je singulární matice a A � 1 je matice k ní
inversní. Proto¾e

A � A � 1 = En ;

musí podle vìt y 4.3.16platit, ¾e

det A � det A � 1 = det(A � A � 1) = det En = 1:

Proto¾edet A = 0, máme rovnost
0 � det A � 1 = 1;

co¾je spor, proto¾ekdy¾jakékoli reálné èíslo vynásobímenulou, dostanemeopìt nulu. Inversní matice tedy
k singulární matici neexistuje. -,

5.1.5 V ìta Nech» A je regulární ètvercová matice øádun. Potom A � 1 existuje a platí

A � 1 =
1

det A
�

0

B
B
B
@

D11 D21 : : : Dn 1

D12 D22 : : : Dn 2
...

...
. . .

...
D1n D2n : : : Dnn

1

C
C
C
A

;

kde D ij je doplnìk k pozici (i; j ), jak jsme si ho de�novali v de�nici 4.4.10.

Dùkaz. Staèí dokázat, ¾ematice, kterou jsme oznaèili A � 1, je opravdu inversní maticí k A , tedy ¾eplatí

A � A � 1 = En = A � 1 � A :

Oznaème

C = A � A � 1 =

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
an 1 an 2 : : : ann

1

C
C
C
A

�
1

det A
�

0

B
B
B
@

D11 D21 : : : Dn 1

D12 D22 : : : Dn 2
...

...
. . .

...
D1n D2n : : : Dnn

1

C
C
C
A

:

Jak vypadají jednotlivé prvky matice C? Na pozici (i; j ) je prvek

cij =
1

det A
� (ai 1 � D j 1 + ai 2 � D j 2 + � � � + ain � D j n ):

Pokud je i = j , je v závorce vlastnì vztah pro rozvoj determinantu podle i -tého øádku(viz vìta 4.4.12), proto

cii =
1

det A
� (ai 1 � D i 1 + ai 2 � D i 2 + � � � + ain � D in ) =

1
det A

� det A = 1:

Pokud i 6= j , je podle tvrzení 4.4.14

cij =
1

det A
� (ai 1 � D j 1 + ai 2 � D j 2 + � � � + ain � D j n ) =

1
det A

� 0 = 0:
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Matice C je tedy jednotková. Potøebujemeje¹tì násobit v opaènémpoøadí.Oznaème

B = A � 1 � A =
1

det A
�

0

B
B
B
@

D11 D21 : : : Dn 1

D12 D22 : : : Dn 2
...

...
. . .

...
D1n D2n : : : Dnn

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
an 1 an 2 : : : ann

1

C
C
C
A

:

Spoèítáme opìt jednotlivé èleny matice B . Na pozici (i; j ) je prvek

bij =
1

det A
� (D i 1 � aj 1 + D i 2 � aj 2 + � � � + D in � aj n ) =

1
det A

� (aj 1 � D i 1 + aj 2 � D i 2 + � � � + aj n � D in ):

Pokud je i = j , je v závorce vztah pro rozvoj determinantu podle j -tého sloupce (viz vìta 4.4.13), proto

bj j =
1

det A
� (aj 1 � D j 1 + aj 2 � D j 2 + � � � + aj n � D j n ) =

1
det A

� det A = 1:

Pokud i 6= j , je podle tvrzení 4.4.14

bij =
1

det A
� (aj 1 � D i 1 + aj 2 � D i 2 + � � � + aj n � D in ) =

1
det A

� 0 = 0:

Matice B je také jednotková. Ukázali jsme, ¾e

A � A � 1 = E = A � 1 � A ;

to znamená,¾eA � 1 je opravdu inversní maticí k matici A . Také jsme dokázali, ¾ek libovolné regulární matici
existuje inversní matice, regulární matice jsou invertibilní . -,

5.1.6 Poznámk a Inversnímatici mù¾emespoèítat tak, ¾epøevrácenouhodnotou determinantu pùvodní matice
násobíme tzv. adjungovanou matici . Je to matice, která vznikne transponováním matice, jejími¾ èleny jsou
jednotlivé doplòky. Tento postup má svá úskalí, proto¾etìc h determinantù se musí poèítat opravdu hodnì.
Proto je vhodný zejménapro matice malých rozmìrù. Pro ètvercovou matici øádudvì máme hned

�
a11 a12

a21 a22

� � 1

=
1

a11 � a22 � a12 � a21
�
�

a22 � a12

� a21 a11

�
:

Adjungovaná matice má tedy jen pøehozenéèleny na hlavní diagonálea zmìnìná znaménka u èlenù na vedlej¹í
diagonále.Pro vìt¹í matice je postup tro chu slo¾itìj¹í.

5.1.7 Pøíklad Najdìte inversní matici k matici

A =

0

@
1 � 2 � 3
0 � 1 � 1

� 1 2 2

1

A :

Spoèítáme determinant matice A a jednotlivé doplòky.

det A =

�
�
�
�
�
�

1 � 2 � 3
0 � 1 � 1

� 1 2 2

�
�
�
�
�
�

= (� 2 � 2) � (� 3 � 2) = � 4 + 5 = 1

D11 = (� 1)2

�
�
�
�

� 1 � 1
2 2

�
�
�
� = 0

D12 = (� 1)3

�
�
�
�

0 � 1
� 1 2

�
�
�
� = 1

D13 = (� 1)4

�
�
�
�

0 � 1
� 1 2

�
�
�
� = � 1

D21 = (� 1)3

�
�
�
�

� 2 � 3
2 2

�
�
�
� = � 2

D22 = (� 1)4

�
�
�
�

1 � 3
� 1 2

�
�
�
� = � 1

D23 = (� 1)5

�
�
�
�

1 � 2
� 1 2

�
�
�
� = 0

D31 = (� 1)4 �

�
�
�
�

� 2 � 3
� 1 � 1

�
�
�
� = � 1

D32 = (� 1)5 �

�
�
�
�

1 � 3
0 � 1

�
�
�
� = 1

D33 = (� 1)6 �

�
�
�
�

1 � 2
0 � 1

�
�
�
� = � 1
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Inversní matice k matici A je

A � 1 =

0

@
0 � 2 � 1
1 � 1 1

� 1 0 � 1

1

A :

O správnosti výsledku semù¾emepøesvìdèit vynásobením.

A � A � 1 =

0

@
1 � 2 � 3
0 � 1 � 1

� 1 2 2

1

A �

0

@
0 � 2 � 1
1 � 1 1

� 1 0 � 1

1

A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

5.1.8 Jiný zpùsob výpoètu vyu¾ívá elementárních øádkových nebo sloupcových úprav. Pomocí nich upravíme
regulární matici na jednotkovou. Tomu odpovídá násobení této matice zleva nebo zprava elementárními trans-
formaèními maticemi. Násobímejimi tak dlouho, a¾je výslednámatice jednotková. Pokud dìláme pouzeøádkové
úpravy, máme vlastnì

T s � T s� 1 � � � T 2 � T 1 � A = E:

Oznaèíme-liB = T s � T s� 1 � � � T 2 � T 1, platí
B � A = E;

to podle tvrzení 5.1.3 znamená,¾eB je inversní maticí k matici A .

Analogicky, kdy¾dìláme pouzesloupcové úpravy, násobímevlastnì odpovídajícími elementárními transformaè-
ními maticemi zprava. Máme tedy

A � T 1 � T 2 � � � T r � 1 � T r = E

a souèinT 1 � T 2 � � � T r � 1 � T r je inversní maticí k matici A .

Jak ale tu inversní matici spoèítat? Pøecesi nebudemety jednotlivé elementární matice zapisovat a pak je
násobit. To by bylo dost zdlouhavé. Ne, pomù¾emesi malým trik em. Spolu s tím, jak budemeupravovat matici
A , budemestejnì upravovat i jednotkovou matici. Kdy¾potom upravíme matici A na jednotkovou, tedy souèin
odpovídajících elementárních transformaèních matic bude A � 1, bude jednotková matice upravená na inversní
matici k A , nebo»byla násobenástejnými transformaèními maticemi. Abychom na nìjak ou úpravu nezapomnìli,
budeme psát matici A i matici jednotkovou do jedné vìt¹í þdvujmaticeÿ a oddìlíme je èarou. Pokud budeme
dìlat øádkové úpravy, napí¹emeje vedle sebe, pokud budemedìlat úpravy sloupcové, napí¹emeje pod sebe.

Postupu úpravy regulární matice na jednotkovou se øíká Gauss-Jordanova eliminace. Nejprve upravíme
matici A na horní tro júhelníkovou, jak jsme to dìlali napø.pøivýpoètu determinantu. Potom ji jakoby þpøevrá-
tímeÿ, posledníøádekpøevezmeúlohu prvního a budemeþnulovatÿ prvky v poslednímsloupci, potom v pøed-
posledním, . . . Analogicky postupujeme pøi sloupcových úpravách, upravujeme vlastnì transponovanou matici.
V¹e si zaseuká¾emena pøíkladu.Spoèítáme tímto postupem inversní matici k matici A z pøíkladu5.1.7.

5.1.9 Pøíklad Najdìte inversní matici k matici

A =

0

@
1 � 2 � 3
0 � 1 � 1

� 1 2 2

1

A :

1. Nejprvebudemedìlat øádkovéúpravy. Vytv oøímematici se¹esti sloupci a tøemiøádkyz matice A a matice
jednotkové. Nejprve upravíme matici A na horní tro júhelníkovou, ke tøetímu øádkupøiètemeprvní øádek.
Potom spustímezpìtn ý chod. Vynásobímetøetíøádekèíslem(� 1) (tím sez nìj stanetøetíøádekjednotkové
matice), ke druhému øádkupøiètemetøetí øádeka potom ho vynásobímeèíslem(� 1) (tím sez nìj stane
druhý øádekjednotkové matice). K prvnímu øádkunejprve pøiètemetro jnásobek tøetího øádkua potom
dvojnásobek druhého øádku.

0

@
1 � 2 � 3 1 0 0
0 � 1 � 1 0 1 0

� 1 2 2 0 0 1

1

A �

0

@
1 � 2 � 3 1 0 0
0 � 1 � 1 0 1 0
0 0 � 1 1 0 1

1

A �

0

@
1 � 2 0 � 2 0 � 3
0 � 1 0 � 1 1 � 1
0 0 1 � 1 0 � 1

1

A �

�

0

@
1 0 0 0 � 2 � 1
0 1 0 1 � 1 1
0 0 1 � 1 0 � 1

1

A
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2. Nyní budeme dìlat sloupcové úpravy. Matice tentokrát zapí¹emepod sebe. Nejprve þvynulujemeÿ první
øádek.Ke druhému sloupci pøiètemedvojnásobekprvního sloupcea ketøetímu sloupci tro jnásobekprvního
sloupce. Druhý sloupec mù¾emevynásobit èíslem(� 1), tím u¾je z nìj druhý sloupec jednotkové matice.
Potøebujemeje¹tì þvynulovatÿ druhý øádek.Proto ke tøetímu sloupci pøiètemedruhý sloupec. Tím jsme
získali dolní tro júhelníkovou matici a mù¾emespustit zpìtn ý chod. Vynásobímetøetí sloupecèíslem(� 1),
tím získáme tøetí sloupec jednotkové matice, a nakoneck prvnímu sloupci pøiètemetøetí sloupec.

0

B
B
B
B
B
B
@

1 � 2 � 3
0 � 1 � 1

� 1 2 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 � 1 � 1

� 1 0 � 1
1 2 3
0 1 0
0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 0

� 1 0 � 1
1 � 2 1
0 � 1 � 1
0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 � 2 � 1
1 � 1 1

� 1 0 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

•
5.1.10 Poznámk a Pøi tomto zpùsobu výpoètu inversní matice musímedávat pozor, abychom opravdu dìlali
buï pouzeøádkovénebo pouzesloupcovéúpravy. Øádkovým úpravám toti¾odpovídá násobenízleva, sloupcovým
násobení zprava elementárními transformaèními maticemi a násobení matic není komutativní. Mìli bychom sice

T t � � � T 1 � A � S1 � � � Ss = E;

kde T i jsou matice, které odpovídají øádkovým úpravám a Si matice, které odovídají sloupcovým úpravám, ale
odtud nijak neplyne, ¾e

T t � � � T 1 � E � S1 � � � Ss = A � 1:

Pozor si musímedát i na zaèátku, kdy¾tøebamatice, k ní¾hledámeinversní, má na pozici (1; 1) nulu. Kdy¾se
chcemevyhnout þzbyteènému opisováníÿ a rovnou pøehodíme øádkytak, abychom na této pozici mìli nenulový
èlen, nesmímezapomenout pøehodit také øádkyv jednotkové matici.

5.1.11 Poznámk a Pøi tomto postupu nemusíme pøedemzji¹»ovat, zda je matice regulární. Pokud budeme
upravovat singulární matici, urèitì se nám nepodaøí ji upravit na jednotkovou. V nìkterém kroku získáme
matici, která bude mít nulu na pozici (i; i ) pro nìjak é i 2 f 1; 2; : : : ; ng a také na pozicích (k; i ) pro k > i .

5.1.12 Pøíklad Najdìte inversní matici k matici A (pokud existuje).

A =

0

@
0 0 1
1 � 1 � 1

� 1 1 2

1

A :

Zkusímeøádkovými úpravami matici A upravit na jednotkovou. Nejprve pøehodíme první a druhý øádek,potom
ke tøetímu øádkupøiètemeprvní. Tím máme þvynulovanýÿ první sloupec.

0

@
1 � 1 � 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0

� 1 1 2 0 0 1

1

A �

0

@
1 � 1 � 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1

1

A

Matici nalevo u¾na jednotkovou upravit nelze, na pozici (2; 2) i na pozici (3; 2) jsou jen nuly. Opatøit si
nìjak ou nenulu na pozici (2; 2) a zároveò nepokazit nulu na pozici (2; 1) není mo¾né.K matici A inversnímatice
neexistuje. To nás samozøejmìnepøekvapí, proto¾ematice A je zjevnì singulární.

Nìkdy máme za úkol najít inversní matici k matici s parametrem. V tìc hto pøípadech je vìt¹inou rozumnìj¹í
pou¾ítvýpoèet pomocí adjungované matice, proto¾eúpravy matice s parametrem jsou velmi nepøíjemné(jak
víme z pøíkladu4.4.18) .

5.1.13 Pøíklad Najdìte inversní matici k matici A , a 2 R.

A =

0

@
2 1 a � 1

2a � 1 a � 1 0
1 1 a

1

A
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5.2. Základní vlastnosti 97

Nejprve spoèítáme determinant matice A .

det A =

�
�
�
�
�
�

2 1 a � 1
2a � 1 a � 1 0

1 1 a

�
�
�
�
�
�

= (2a2 � 2a + 2a2 � 3a + 1) � (a2 � 2a + 1 + 2a2 � a) = a2 � 2a

Inversnímatice existuje pouzek regulární matici, tedy musíbýt a 2 Rnf 0; 2g. Nyní spoèítámejednotlivédoplòky.

D11 = (� 1)2 � (a2 � a)

D12 = (� 1)3 � (2a2 � a)

D13 = (� 1)4 � a

D21 = (� 1)3 � 1

D22 = (� 1)4 � (a + 1)

D23 = (� 1)5 � 1

D31 = (� 1)4 � (� a2 + 2a � 1)

D32 = (� 1)5 � (� 2a2 + 3a � 1)

D33 = (� 1)6 � (� a)

Inversní matice k matici A (pro a 2 R n f 0; 2g) je

A � 1 =
1

a2 � 2a
�

0

@
a2 � a � 1 � a2 + 2a � 1

� 2a2 + a a + 1 2a2 � 3a + 1
a � 1 � a

1

A :

5.2 Základní vlastnosti

V této èásti proberemezákladní vlastnosti inversních matic a jejich vztahy k dal¹ím operacím s maticemi.

5.2.1 Tvrzení Pro libovolnou regulární matici A platí

�
A � 1� � 1

= A :

Dùkaz. Pro inversní matici k matici A � 1 musí platit, ¾ekdy¾ji vynásobímematicí A � 1, získáme jednotkovou
matici. Ovìøíme, zda to splòuje matice A . Zøejmì

A � A � 1 = E = A � 1 � A ;

proto je matice A inversní maticí k matici A � 1. -,

5.2.2 Tvrzení Pro libovolnou regulární matici A platí, ¾eA T je také regulární a

�
A T � � 1

=
�
A � 1� T

:

Dùkaz. Regularita matice A T plyne z regularity matice A , proto¾e

det A T = det A :

Inversní matice k A T je taková matice, jejím¾souèinems A T je jednotková matice. Ovìøíme, jestli to platí pro
matici

�
A � 1

� T
.

�
A � 1� T

� A T =
�
A � A � 1� T

= ET = E

A T �
�
A � 1� T

=
�
A � 1 � A

� T
= ET = E

V obou rovnostech jsme vyu¾ili tvrzení 3.2.19o transponování souèinu matic. -,

5.2.3 Tvrzení Nech»A a B jsou regulární matice tého¾øádu.Potom také matice A � B a B � A jsou regulární
a platí

(A � B ) � 1 = B � 1 � A � 1 a (B � A ) � 1 = A � 1 � B � 1:
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Dùkaz. Proto¾eplatí
det A 6= 0 a det B 6= 0;

je také
det(A � B ) = det A � det B 6= 0 a det(B � A ) = det B � det A 6= 0:

Oba souèiny jsou tedy regulární matice. Abychom dokázali druhou èást tvrzení, opìt matice vynásobíme.

(A � B ) � (B � 1 � A � 1) = A � (B � B � 1) � A � 1 = A � E � A � 1 = A � A � 1 = E

(B � 1 � A � 1) � (A � B ) = B � 1 � (A � 1 � A ) � B = B � 1 � E � B = B � 1 � B = E

Tím jsme dokázali, ¾ematice B � 1 � A � 1 je inversní k matici A � B .

Analogicky doká¾eme,¾eA � 1 � B � 1 je inversní k matici B � A . Platí toti¾, ¾e

(B � A ) � (A � 1 � B � 1) = B � (A � A � 1) � B � 1 = B � E � B � 1 = B � B � 1 = E

(A � 1 � B � 1) � (B � A ) = A � 1 � (B � 1 � B ) � A = A � 1 � E � A = A � 1 � A = E

-,

Ve tøetí kapitole jsme zavedli mocniny matic pro v¹echna pøirozenáèísla. Díky pøedchozímu tvrzení mù¾eme
de�novat mocniny regulárních matic i pro záporná celá èísla.Platí toti¾

�
A 2� � 1

= (A � A ) � 1 = A � 1 � A � 1 =
�
A � 1� 2

:

Podobnì pro ostatní mocniny
(A n )� 1 =

�
A � 1� n

:

De�no vali jsme si A 0 = E, zøejmì �
A 0� � 1

= E � 1 = E =
�
A � 1� 0

:

5.2.4 De�nice Nech» A je regulární matice. De�n ujeme

A � n = (A n )� 1 :

5.2.5 Tvrzení Nech» A je regulární matice. Potom platí, ¾e

det A � 1 =
1

det A
:

Dùkaz. Podle vìt y 4.3.16je det A � B = det A � det B ; proto

det A � det A � 1 = det(A � A � 1 ) = det E = 1 a tedy det A � 1 =
1

det A
:

-,

5.2.6 Poznámk a Toto tvrzení je oèekávatelné a velmi jednoduché. Mù¾eteho vyu¾ítv pøíkladech, kdy máte
poèítat determinant inversní matice. Není toti¾ potøebatu inversní matici poèítat a pak je¹tì její determinant.
Staèíspoèítat determinant pùvodní matice a potom vzít jeho pøevrácenouhodnotu. Zvlá¹» u matic sparametrem
je to velké zjednodu¹ení.

5.2.7 Pøíklad Spoètìte det A � 1, jestli¾e

A =

0

B
B
@

3a � 2 1 2a + 6 5
� 2a � 4 � 2 a � 5 a � 4

2a 1 a + 5 4
2a 1 a + 4 3

1

C
C
A ; kde a 2 R:
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5.3. Maticové rovnice 99

j Pokud nìk oho napadlo, ¾espoèítá nejprve inversní matici a potom její determinant, mù¾ese o to pokou¹et
za dlouhých zimních veèerù.Ani mé nejlep¹í a nejzodpovìdnìj¹í þjáÿ mì tentokrát nepøimìje k takovémuto
postupu. Jen pøípadnéhazardéry odká¾ina pøíklad 4.4.18.

Rozumný postup je spoèítat determinant matice A a urèit, pro jaké hodnoty parametru a je matice A regulární.
Pro tyto hodnoty inversní matice k A existuje a její determinant je pøevrácenouhodnotou det A .

Pro výpoèet determinantu matici A tro chu upravíme, þvynulujemeÿ druhý sloupec, ve kterém zachováme
pouzejednièku v prvním øádku.Toho dosáhnemetak, ¾ek druhému øádkupøiètemedvojnásobek prvního øádku
a od tøetíhoa ètvrtého øádkuprvní øádekodeèteme.Tím sedeterminant nezmìnil. Potom udìláme rozvoj podle
druhého sloupce.

�
�
�
�
�
�
�
�

3a � 2 1 2a + 6 5
� 2a � 4 � 2 a � 5 a � 4

2a 1 a + 5 4
2a 1 a + 4 3

�
�
�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�
�
�

3a � 2 1 2a + 6 5
4a � 8 0 5a + 7 a + 6
� a + 2 0 � a � 1 � 1
� a + 2 0 � a � 2 � 2

�
�
�
�
�
�
�
�

= (� 1)3 �

�
�
�
�
�
�

4a � 8 5a + 7 a + 6
� a + 2 � a � 1 � 1
� a + 2 � a � 2 � 2

�
�
�
�
�
�

Nyní u¾mù¾emepou¾ítSarrusovo pravidlo nebo matici je¹tì tro chu upravit. Napøíkladmù¾emek prvnímu øádku
pøièístètyønásobek tøetího øádku a od druhého øádkuodeèíst tøetí øádek.Tím þvynulujemeÿ první sloupec a
udìláme rozvoj podle nìj.

�

�
�
�
�
�
�

4a � 8 5a + 7 a + 6
� a + 2 � a � 1 � 1
� a + 2 � a � 2 � 2

�
�
�
�
�
�

= �

�
�
�
�
�
�

0 a � 1 a � 2
0 1 1

� a + 2 � a � 2 � 2

�
�
�
�
�
�

= � (� a + 2)(� 1)4

�
�
�
�

a � 1 a � 2
1 1

�
�
�
� = a � 2

Pro a 2 R n f 2g je matice A regulární, inversní matice k ní existuje a platí

det A � 1 =
1

a � 2
:

5.3 Matico vé rovnice

Maticovými rovnicemi rozumímerovnice, ve kterých sevyskytuje jako neznámánìjak á matice. Nejjednodu¹¹ími
maticovými rovnicemi jsou rovnice typu

A � X = B nebo Y � A = B :

5.3.1 Tvrzení Pokud je matice A regulární, mají tyto rovnice v¾dyjediné øe¹enía to

X = A � 1 � B nebo Y = B � A � 1:

Dùkaz. Zøejmì matice A � 1 � B je øe¹enímrovnice A � X = B , proto¾eplatí

A � (A � 1 � B ) = (A � A � 1) � B = E � B = B :

Jednoznaènostzasedoká¾emesporem. Nech» matice C 6= A � 1 � B øe¹írovnici A � X = B . Potom platí

A � C = B :

Vynásobímeobì strany rovnosti zleva maticí A � 1. Ta urèitì existuje, proto¾ematice A je regulární.

A � 1 � (A � C) = A � 1 � B a tedy (A � 1 � A ) � C = E � C = C = A � 1 � B :

A to je spor s pøedpokladem, ¾eC 6= A � 1 � B . Øe¹ení je urèenojednoznaènì.

Analogicky postupujeme v druhém pøípadì. Opìt zøejmì B � A � 1 øe¹írovnici Y � A = B ; nebo»

(B � A � 1) � A = B � (A � 1 � A ) = B � E = B :
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A jednoznaènostopìt doká¾emesporem. Kdyby nìjak á jiná matice C øe¹ilarovnici, pak po vynásobení zprava
maticí A � 1 získáme

(C � A ) � A � 1 = C � (A � A � 1) = C � E = C = B � A � 1:

-,

Pokud je matice A singulární, musímepou¾ítjiné postupy, o kterých sedozvíte v kapitole o øe¹enísoustav
lineárních rovnic.

5.3.2 Pøíklad Øe¹te maticovou rovnici

A � X = B ; kde A =

0

@
1 2 � 1
0 1 1
1 1 � 1

1

A a B =

0

@
1 1 1
0 1 1
1 0 0

1

A :

Nejprve zjistíme, zda je matice A regulární. Pokud ano, najdeme k ní inversní matici a tou vynásobímezleva
obì strany rovnice. Tím dostaneme

A � 1 � (A � X ) = X = A � 1 � B :

det A =

�
�
�
�
�
�

1 2 � 1
0 1 1
1 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= (� 1 + 2) � (� 1 + 1) = 1 6= 0

Matice A je regulární, spoèítáme k ní inversní matici. Pou¾ijemetøebaøádkové úpravy.
0

@
1 2 � 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 1 � 1 0 0 1

1

A �

0

@
1 2 � 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 � 1 0 � 1 0 1

1

A �

0

@
1 2 � 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 � 1 1 1

1

A �

�

0

@
1 2 0 0 1 1
0 1 0 1 0 � 1
0 � 1 0 � 1 1 1

1

A �

0

@
1 0 0 � 2 1 3
0 1 0 1 0 � 1
0 0 1 � 1 1 1

1

A

Potom platí

X =

0

@
� 2 1 3

1 0 � 1
� 1 1 1

1

A �

0

@
1 1 1
0 1 1
1 0 0

1

A =

0

@
1 � 1 � 1
0 1 1
0 0 0

1

A :

Co kdybychom pøi výpoètu inversní matice pomocí øádkových úprav napravo místo jednotkové matice zapsali
matici B ? Provádìním øádkových úprav bychom ji vlastnì postupnì násobili zleva elementárními transformaè-
ními maticemi. A¾bychom vlevo získali jednotkovou matici, mìli bychom vpravo matici A � 1 � B , tedy matici X .
Pøi øe¹enímaticových rovnic typu A � X = B nemusímepoèítat inversní matici k A a potom s ní násobit zleva
matici B , ale mù¾emeþnásobitÿ øádkovými úpravami. V na¹em pøíkladuby to vypadalo takto.

0

@
1 2 � 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 1 � 1 1 0 0

1

A �

0

@
1 2 � 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 � 1 0 0 � 1 � 1

1

A �

0

@
1 2 � 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 0 0

1

A �

�

0

@
1 2 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1
0 � 1 0 0 0 0

1

A �

0

@
1 0 0 1 � 1 � 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0

1

A

V pravé èásti þdvojmaticeÿ máme matici A � 1 � B , tedy øe¹enímaticové rovnice.

5.3.3 Pøíklad Øe¹te maticovou rovnici

Y � A = B ; kde A =

0

@
1 2 � 1
0 1 1
1 1 � 1

1

A a B =

0

@
1 1 1
0 1 1
1 0 0

1

A :
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Matice A je regulární, jak jsme ovìøili v pøedchozím pøíkladu. Mù¾emeproto obì strany rovnice vynásobit
zprava maticí A � 1. Tím získáme

(Y � A ) � A � 1 = Y = B � A � 1:

Nyní opìt mù¾emematici B vynásobit maticí A � 1, tentokrát ov¹em zprava, nebo mù¾emeþnásobitÿ pomocí
elementárních úprav, tentokrát ale sloupcových.

Y = B � A � 1 =

0

@
1 1 1
0 1 1
1 0 0

1

A �

0

@
� 2 1 3

1 0 � 1
� 1 1 1

1

A =

0

@
� 2 2 3

0 1 0
� 2 1 3

1

A :

Pomocí sloupcových úprav získáme

0

B
B
B
B
B
B
@

1 2 � 1
0 1 1
1 1 � 1
1 1 1
0 1 1
1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 1
1 � 1 0
1 � 1 2
0 1 1
1 � 2 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 0
1 � 1 1
1 � 1 3
0 1 0
1 � 2 3

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 2 2 3
0 1 0

� 2 1 3

1

C
C
C
C
C
C
A

Øe¹ením je matice v dolní èásti þdvojmaticeÿ, tedy

Y =

0

@
� 2 2 3

0 1 0
� 2 1 3

1

A :

Pokud jsou nìk omu sloupcové úpravy nepøíjemné,mù¾ematici transponovat, potom provádìt øádkové úpravy
a nakonecvýslednou matici opìt transponovat. V tomto pøíkladubychom mìli

0

@
1 0 1 1 0 1
2 1 1 1 1 0

� 1 1 � 1 1 1 0

1

A �

0

@
1 0 1 1 0 1
0 1 � 1 � 1 1 � 2
0 1 0 2 1 1

1

A �

0

@
1 0 1 1 0 1
0 1 � 1 � 1 1 � 2
0 0 1 3 0 3

1

A �

�

0

@
1 0 0 � 2 0 � 2
0 1 0 2 1 1
0 0 1 3 0 3

1

A

Øe¹ením je matice

Y =

0

@
� 2 0 � 2

2 1 1
3 0 3

1

A

T

=

0

@
� 2 2 3

0 1 0
� 2 1 3

1

A :

5.3.4 Pokud øe¹ímenìjak ou maticovou rovnici, sna¾ímeseji upravit na vý¹e zmiòovaný tvar. Pou¾ívámestejné
úpravy jako u rovnic s èísly. Mù¾emek obìma stranám pøièíst nìjak ou matici, mù¾emeobì strany násobit
nìjak ou nenulovou konstantou. Mù¾emetaké násobit vhodnou maticí, ale musímedávat pozor na to, abychom
násobili buï obì strany rovnice zprava nebo obì strany rovnice zleva. Chceme-li pøi tìc hto úpravách násobit
inversní maticí k nìjak é matici, musíme vìdìt, ¾eta matice je regulární. Nemù¾emeproto násobit inversní
maticí k neznámématici. Ani by to nebylo rozumné.Je to, jako byste rovnici 3x = 2+ 5 øe¹ili tak, ¾eobì strany
vydìlíte neznámoux. Nejen¾ebyste museli vìdìt, ¾ex 6= 0, ale také byste si øe¹enízbyteènì zkomplikovali.

5.3.5 Pøíklady Øe¹te maticové rovnice

1. A � X � B = C, kde

A =

0

@
0 1 � 1
2 4 1
1 2 0

1

A ; B =

0

@
� 2 1 � 1

1 0 1
3 � 1 1

1

A ; C =

0

@
� 1 0 1

0 � 1 1
1 � 1 0

1

A :
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102 Kapitola 5. Inversní matice

Abychom na levé stranì þosamostatniliÿ X , musímeobì strany rovnice násobit zleva maticí A � 1 a zprava
maticí B � 1, samozøejmìpokud existují. Máme potom

A � 1 � A � X � B � B � 1 = X = A � 1 � C � B � 1:

Spoèítáme determinanty matic A a B , abychom zjistili, zda jsou regulární.

det A =

�
�
�
�
�
�

0 1 � 1
2 4 1
1 2 0

�
�
�
�
�
�

= (� 4 + 1) � (� 4) = 1 6= 0

det B =

�
�
�
�
�
�

� 2 1 � 1
1 0 1
3 � 1 1

�
�
�
�
�
�

= (1 + 3) � (2 + 1) = 1 6= 0

Obì matice jsou regulární, spoèítáme inversní matice.

A � 1 =

0

@
� 2 � 2 5

1 1 � 2
0 1 � 2

1

A ; B � 1 =

0

@
1 0 1
2 1 1

� 1 1 � 1

1

A :

Øe¹enímje matice

X = A � 1 � C � B � 1 =

0

@
5 � 7 8

� 3 3 � 4
� 1 2 � 2

1

A :

2. X � B = X + C, kde

B =

0

@
1 0 � 1
1 1 1
2 1 0

1

A ; C =

0

@
� 1 1 1

0 � 1 1
1 � 1 � 1

1

A :

Nejprve þpøevedemeÿv¹echny výrazy, ve kterých sevyskytuje matice X na levou stranu rovnice a potom
vytkneme matici X (zleva!).

X � B = X + C
X � B � X = C

X � (B � E) = C

Pokud je maice (B � E) regulární, mù¾emenyní obì strany rovnice vynásobit zprava maticí (B � E) � 1.
Tím získáme

X � (B � E) � (B � E) � 1 = C � (B � E) � 1

X = C � (B � E) � 1

Matice (B � E) je opravdu regulární, proto¾e

det (B � E) =

�
�
�
�
�
�

0 0 � 1
1 0 1
2 1 � 1

�
�
�
�
�
�

= (� 1) � (0) = � 1 6= 0:

Spoèítáme (B � E) � 1 a vynásobímetouto maticí zprava matici C.

(B � E) � 1 =

0

@
1 1 0

� 3 � 2 1
� 1 0 0

1

A

X =

0

@
� 1 1 1

0 � 1 1
1 � 1 � 1

1

A �

0

@
1 1 0

� 3 � 2 1
� 1 0 0

1

A =

0

@
� 5 � 3 1

2 2 � 1
5 3 � 1

1

A

Násobení zprava mù¾emetaké (stejnì jako v pøíkladu 5.3.3) provést pomocí sloupcových úprav prová-
dìných souèasnì na matici (B � E) a na matici C. Nejprve pøehodíme první a tøetí sloupec a potom
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5.3. Maticové rovnice 103

je¹tì druhý a tøetí sloupec. Tím získáme dolní tro júhelníkovou matici. Potom od druhého sloupce ode-
ètemedvojnásobek tøetíhosloupcea k prvnímu sloupci pøiètemetøetí sloupec.Nakonecvynásobímeprvní
sloupec èíslem� 1 a pøiètemek nìmu druhý sloupec.

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 � 1
1 0 1
2 1 � 1

� 1 1 1
0 � 1 1
1 � 1 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 0
1 1 0

� 1 2 1
1 � 1 1
1 0 � 1

� 1 1 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 0
1 1 0
0 0 1
2 � 3 1
0 2 � 1

� 2 3 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

� 5 � 3 1
2 2 � 1
5 3 � 1

1

C
C
C
C
C
C
A

Opìt je øe¹enímaticové rovnice v dolní èásti þdvojmaticeÿ, tedy

X =

0

@
� 5 � 3 1

2 2 � 1
5 3 � 1

1

A :

•
5.3.6 Poznámk a V¹imnìte si, ¾ev tomto pøíkladu jsme pøi vyt ýkání neznámématice ve výrazu X � B � X
zleva získali X � (B � E) (a ne X � (B � 1); jak se èasto objevuje v písemkách). Je to proto, ¾ematici X si
mù¾emepøedstavit jako X � E a celý výraz jako X � B � X � E. Vyt ýkání je pak u¾jasné.Výraz (B � 1) naproti
tomu nedává ¾ádný smysl. Pøièítánínìjak ého èíslak matici jsme nikde nede�novali.
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