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Kapitola 1

Uvod - jazyk matematiky

Velkou knihu pgirody mohou éist jen ti, ktegi rozu-
miji jazyku, jim¥byla napsana. A timto jazykem je
matematik a. (Galile o Galilei)

Na otazku: Co je to matematika?vitlina lidi asiodpovi, ¥%ematematikajsou vlastni poéty. Ti, ktegisebudou
chtit tro chu blysknout, mo¥andzeknou,¥%esejedna o vidu o eisleh. Ale je to tak doopravdy? Zkusmesenejprve
zamyslet nad tim,

1.1 Co je to matematik a

Na poeatku uréiti bylo poéitani a tedy i éisla. No, na Uplném poéatku byl smysl pro poéet tedy schopnost
vyjadgit poéetpomoci slov. V primitivnic h spoleénostet byla tato slova jen pro pjedeny a pdvay. Vitli poety
se oznaewaly slovem pmnohoy. Pozustatky toho nachazimei v indoevropskyd jazycich, kde slovo ptgiy ma
podobny zaklad jako slovo oznaéujicipbmnohoy, ppgesygi pzay.Dallim doklademje existencezvlaltniho dualniho
eisla podstatnych jmen. | v hodinach éeského jazyka jste sejisti setkali s pozustatky dualu, ktery souéasna
eeltina pou¥sid u¥4en pro slova oznaeujiciéastitila vyskytujici sepo dvou (0éi, uti, ...). V tic hto primitivnic h
spoleénosteb sejelti nepoeitalo. Poéitani toti¥% pgedmklada uvidomini si jakychsi vztaht mezi jednotlivymi
poéty. Pak ale lidé objevili snadny zpusob zaznamen&ani vittic h poetu (pomoci prstu na rukou a pgipadnii na
nohou, tyeinek, kaminku, kebli, ...) a lidstvo zaealopoéitat.

Prvni znamy poéetni systém pochazi ze Stgednihovychodu. Organizované zemidilstvi potgelovalo nijak
zaznamen&at stav zasob, sestavovat plan, uzavirat obchody, ...Pou%¥iali k tomu asi jeden certimetr velké
peelivi tvarovanéhlininé pgedmity (valce, disky, ku¥sely. ..). Ka¥dytvar zgejmi oznaéwal nico jiného (zvige,
objemovou éi délkovou miru, ..., pozdiji i vyrdbiné pgedmity). Tyto pgedmity byly pro potgely Uéetnictvi
ukladany do hlinin ych pouzder, ktera pak byla zapeéetina. To nehylo moc praktic ké, proto¥sekdy¥achtil nikdo
prozkoumat obsah pouzdra, musel nejprve odstranit peéex».Sumertti Géetni proto zaéali na pouzdra vyryv at
symbolické znaéy oznaéujicipoéetkusu uvnitg. Tim sesamotny obsahpouzderstal zbyteenym, proto¥sevtechny
dule¥aitéinformace u¥byly na vnijti strani pouzdra. Dost dlouho ale jelti trvalo, ne¥sito uvidomili a ne¥zaeali
pou¥aiat hlininé tabulky svyryt ymi znaky. To byl obrovsky krok v dijindc h matematiky. Byl to vlastni pgetiod
od fyzickych pgedmitu k abstraktnim symbolum.

K tomu, aby lidé mohli poéitat, byl dule¥iy také zapis eéisel. Pgedstate si tgeba,¥semate seeistdvi eisla
zapsanagimskymieéislicemi.A coteprve, kdybyste je mili vynasobit. K ppoéitaniy je vhodny pozienizéapiseisla,
tak jak ho bi¥zni pou¥siéme. Starovik € civilizace pou¥iialy tento zapisv desitkové (Indové, Eidané), dvacitkové
(Mayové, Kelti) nebo dokoncev ledesatlové (Sumerové) soustavi.

Ve staroviku sepoeitani (aritmetik a) pou¥sialo k ryze praktickym uéelum (vyp oety plochy, Grody, rozmiru
oltagu, pyramid, ...). Pou¥iala sepouzekladna cela eislaa jejich zlomky. V dochovanych textech jsou i snaty
popsat postupy vypoétu, ale v¥dyjen pro konkrétni eéisla.| kdy¥sje leckdy zgejmé daetato éislasloudsien jako
paiklady a daji se nahradit jakymikoli jinymi. Je také zajimavé, s jabo_u pgesnostidokazali spoeitat pgibli3ané
hodnoty nikteryc h iracionalnich éisel.T@ebav Indii spoéitali hodnotu = 2, ktera seod skuteenéliti zhruba o dvi
miliontiny. Babylodané selitili dokonce o méni ne¥jednu miliontinu (a to prosim v ledesatkové soustai).
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1.2. Co je algebra 3

V @edu stala v popgedigeometrie, eisla mila vyznam ureitych vzdalenosti, objemu. @ekové byli prvni,
kdo pgestalimatematiku chapat jako jakousi pkuchagkuy,jak nico zmigit, spoéitat, ..., a zaealiji studovat.
Thalés zavedl mytlenku matematickéhodukazu, Aristoteles polo3iilzaklady logiky, Eukleidesformuloval zakladni
postulaty geometrie.

V 17. stoleti nezaisle na sohi Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz zavedli koncepci diferencialniho
a integralniho poétu. Tim se matematika stala také naukou o pohybu a zminach. Ale pravi diferenciélni a in-
tegralni poeet vedl matematiky k zamyleni nad pzakladyy matematiky, vznikla teorie mno%ina spolu s ni se
znovu zaealarozvijet matematicka logika. Ve 20. stoleti do'lo k ohromnému rozvoji matematiky, puvodni obory
jako tgebaaritmetik a, geometrie, algebra, ... se rozdilily na ruzné podobory, vznikly také nové obory, tgeba
teorie vypoéetni slo%iitosti,. . .

Jak tedy odpovidit na otazku, kterou jsme si polo%ilina Uvod? V poslednidobi se matematika de nuje
jako vida o strukturach. Zkouma struktury numerické, struktury tvaru, pravdip odobnostni struktury , struktury
redlnénebo vymyilené, statické i dynamické. Podle zkoumanych struktur pak vznikla ruzna odvitvi matematiky.

Otazkou je, jak moc matematika souvisi s redlnym svitem. Jisti jste i vy sami nik olikrat matematiku pro
geleninijakyc h ppraktickychy problému (jako napg. pkolik rohliki mu%¥audenni snist, kdy¥amam na tgi dny
padesatkoruny nebo pkolik zaplatim za novy koberec, kdy%sjsem stary zniéily nebo pjakou rychlosti by musel
jet autobus mistské dopravy, abych stihnul aspod zavir cviéeni, které konéi za desetminuty apod.) pou¥iili.Ve
1kole jste ruzné dije ve sviti popisovali pomoci matematickych vzorcu. Snad v ka¥adévidecké praci se nijaky
ten matematicky vztah objevuje. Je to tedy tak, ¥esvit kolem nas se chova podle nijakyc h matematickych
vztahu a Ukolem vidy je tyto vztahy objevovat?

Mame vlastni dva ruzné svity. Ten pskuteéryy svit vici a vztahu mezinimi a ten pmatematickyy, pomoci
kterého ten skuteérny svit popisujeme. Cesta ze skuteénéhosvita do svita matematiky se nazyva abstrakce
(odhlédnemeod nepodstatnych vici, jako taeba¥aez tic h piti jablek na stole je jedno shnilé a dvi nezrala), cesta
v opaénémsmiru se nazyva spei kace. Kdy¥tedy gelimenijaky problém v redlném sviti, pomoci abstrakce
ho pgeedemedo matematickéhosvita (popitemeho nijakymi rovnicemi, ...), tam ho vygelimeato gelenizase
pomoci speci k ace pgewedemedo realného svita. Kdy¥ssevratime k tim jablkim na stole - je jich pit, nasje
taky pit, matematicky je to jasné, ka¥zdysi vezmejedno jablko. No, rad®i sito své pujdu rychle vybrat.

1.2 Co je algebra

Ji%aod nejstartich dob sepgigelenikonkrétnich pgikladuobjevovaly Glohy, které bychom dnesoznaéilijako geleni
linearnich nebo kvadratickych rovnic, pgipadni jejich soustav.

Ve staroviku byly tyto dlohy formulovany slovni, nepoudaiala se ¥%adnasymbolika (prvni pokusy o jakousi
algebraidou symboliku nachazimea¥w Diofantovi Aritmetice), éastobyla vyu¥sihdna geometricka terminologie
(neznamabyla oznaéwanajako strana, jeji druha mocnina jako étverec, pokud byly neznamédvi, byly oznaéo-
vany jako délka a ligka, ...). Pgigelenibyla nikdy formulovana nijak a pravidla, ta ale nebyla nijak zduvodoo-
vana. Na egyptskych papyrech nachazimedulohy, které vedouna gelenirovnic typu x+ ax = bax+ ax+ cx = h.
Egyp»anéje gelili metodou fale'ného pgedmkiadu.

Rovnice getili také v Eini. Nejstartim zadovanym dilem je Jiu zhangsuan shu, éeskyMatematika v deviti
knihach nebo také Devit kapitol o matematickémumini, struéni Devit kapitol. Doba jeho vzniku je nejasna,ale
ureiti to bylo pgednalim letopoétem. Shrnuje poznatky z pgedtiozich dob. Na konkrétnich pgikladed jsou zde
ukazary metody vypoétu, které Eidané pou¥siali. Poznavame, ¥eznali zlomky, pogéitali druhé a tgeti odmocniny,
obsahkruhu (ale pou3siali = 3), ...Zajimava je 8. kapitola, kde je popsdanametoda gelenisoustav linearnich
rovnic nazyvana fang echeng Jde o jakousi obdobou Gausswy eliminace, o které bude v tic hto skriptech jelti
geéKoe cienty jednotlivych rovnic Eidané pzapisoaliy do sloupct a nasledni provadili eliminaci elemenarnimi
sloupcovymi Upravami. Eidané éislav pravém slova smyslu nezapiswali. Na pogitaci desceje znazoroovali
pomoci tyéinek. Mili pznakyy (uréité uspogadanityeinek) pro éisliceod jedné do deviti a ty byly dvojiho druhu
(pro sudéa liché gady).Eisla pak pzapiswaliy v desitkové soustavi. Samostatny znak pro nulu nemili, pokud se
v desitkovém zépisu eéislanikde nula objevila, prosti tam ¥adnouyeinku nepolo¥.ili.Pgi manipulaci sev tabulce
nikdy objevovala i zaporna éisla, ta byla na desceodlilena eervenou barvou tyeinek. Zaporna gelenirovnic
Eidané neznali.

Ve stgedwoiku zaujimala vyznamné misto arabskd matematika. V roce 850 vydal arabsky matematik Abou
Jafar Muhammad Ibn Musa al-Khwarizmi knihu Kitab al-jabr wa'l mugabalah Kniha v testi kratkyc h kapitolach
popisovala zpusoby gelenilesti typu linearnich a kvadratickych rovnic (gelenimbyla stale jen kladna éisla).
K tomu, aby serovnice upravila na jeden z probiranych typu, se pou¥aialy dva kroky. Jedensenazyval al-jabr
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4 Kapitola 1. Uvod - jazyk matematiky

a odpovidal pgeedeniéleru z jedné strany rovnice na druhou s opaérym znaménkem. Tedy z rovnicex + 3=y
odvodime rovnici x = y 3. Druhym krokem byl al-muqabalah kterému odpovidala eliminace stejnych nebo
opaérych éleny, napg.z rovnicey + 3= x + 3 odvodime rovnici y = x nebo z rovnicea+y a= x odvodime
rovnici y = X. Tato kniha byla ve 12. stoleti pgelo¥.enao latiny a vydana pod nazvem Liber algebme et
almucabola (pgekladatel Robert de Chester si nedal moc prace s pgeklademnazvu) a odtud pochazi nadzev
algeba. Jméno autora bylo do latiny pgepsangako pAlgorismiy a easemz niho vzniklo slovo algoritmus. Dali
arabsky matematik al'Kar ad¥jako prvni vymezil algebru jako vidu, ktera uéi, jak vypoeitat neznaméveliéiny
pomoci veliéin znamych

A¥.do 17. stoleti Ize algebru charakterizovat jako zobecnini a roztigeniaritmetiky . Zabyvala sepgedevtimge-
lenim polynomialnich rovnic. Zavedlataké symbolické znaky pro operacea zaéalaoznaéwat neznamoupismery.
V 16. stoleti ital'ti matematici odvodili vzorce pro vypoéet kogeni polynomu 3. a 4. stupni. Pgivypoetech se
ale pod druhou odmocninou objevovala i zadporna eisla. Dochazelok tomu dokoncei v pgipadeb, kdy kogery
byly realné. To vedlo k zavedeninovych éiseloznaéwanych trochu hanlivi jako éislaimaginarni (pomysina,
vymyllena, ...) nebo dokonce pimpossibley. Ne viichni matematici toti%s byli ochotni je pgijmout. A¥.0 dvi
stoleti pozdiji sevelci matematici jako d'Alembert, Gaussnebo Euler zasadili o jejich pgijeti. V 19. stoleti irsky
matematik William Hamilton vytv ogil algebraidou teorii komplexnich éisel(pohled na komplexni éislajako na
uspogadanoudvoijici eiselrealnych). Pokusil se komplexni eislarozligit a vytv ogil teorii kvaternionu.

V 19. stoleti se v algebgestale zkoumala otazka gelitelnosti polynomialnich rovnic vytich gadu pomoci
radikalu, tedy u¥sitimalgebraidkych operaci séitani, odéitani, nasokeni, dileni, umocoovani a odmocoovani. Pai
zkoumani této otazky francouzsky matematik Evariste Galois zaved| pojem grupy a to u¥byl poeatek moderni
algebry.

Kratky %iwt Evariste Galoise je jako roman. Narodil se 25. gijna 1811 v Bourg-la-Reine nedaleko Pagi¥seJeho otec byl starostou
misteéka, matk a dcerou soudce. Ve dvanacti letech (do této doby byl vyuéovan matk ou) vtoupil Evariste do lycea Ludvik a Velikého.
Zpoéatku studoval velmi Gspitni, pak ale zlenivil, tak¥emusel jeden roénik opakovat. Zaéal navitiv ovat lekce matematiky ve tgidi
M. Verniera. ©kolni matematik a mu nestaeila, a tak eetl prace matematiku tehdejli doby. V roce 1828 sesam pgipravoval na pgijimaci
zkou'ky na pagi¥asku Polytechniku. Neuspil. Vratil senalyceum. V té dobi publik oval svij prvni matematic ky élanek. Také napsal
prvni pojednani o rovnicich a poslal je na Akademii vid. Cauchy ale tuto praci ztratil. 2. eervence 1829 spachal Galoisuv otec
sebevra¥.dukvuli pomluvam, které o nim zaéal roztigovat novy mistni kniz. O péar dni pozdiji Galois podruhé neuspil u pgijimacich
zkoulek na Polytechniku. Traduje se,¥epgizkoulce rozhogéery Galois hodil po examinatoro vi hadr na mazani tabule. Zaéal studovat
na Ecole Normale. Napsal dalli pojednéani o polynomilnic h rovnicich a poslal je znovu do Akademie vid. Fourier si vzal rukopis
domu, ale o nico pozdiji zemgel,tak¥erukopis byl zaseztracen. Pgeda po revoluci v roce 1830 se politik a stala dule¥itou souéasti
Galoisova %siwta. Pro své dva elanky byl vyloueen ze koly. V kvitn u 1831 byl uviznin, v eervnu propultin, v eervenci znovu
zadr¥sena v gijnu odsouzen na 6 misicu jako recidivista. V bgezru nasledujiciho roku byli vizni kvuli epidemii cholery pgestihovani
do nemocnice s policejnim dozorem. Tady se asi seznamil s pfemme fataley svého %uiwta. Okolnosti jsou nejasné, ale 30. kvitna
1831 mil Galois duel, pgi kterém byl zranin a opultin jak soupegemtak vlastnimi sekundanty. Na'el ho vesniéan a dopravil do
nemaocnice, kde nasledujici den zemgelv naruei svého mladliho bratra. Bylo mu dvacet let. Tak svit pgichazi o matematiky ...Jeho
préce byly znovuobjeveny a¥ipo vice ne¥deseti letech. V z4gi1843 Joseph Liouville v Akademii oznamil, ¥ev Galoisovych pracech
nalel odpovii na otdzku gelitelnosti polynomiélnic h rovnic pomoci radik alu. O dva roky pozdiji tyto prace vydal bez jakychkoli
vlastnich komentagu.

Grupa je zakladni algebraidka struktura. Pgiklademmu3sebyt tgebamno¥sinacelych eisels operaci séitani.
Nebo mno¥iinanenulovych racionalnich éisels operaci nasobeni. Mno¥sinaredlnych éisels operaci seitani, ... Ve
viech tic hto pgipadeb jsou splniny nasledujici podminky:

1. Operaceje asciativni. Kdy¥tgebaseitame (1 + 2) + 3, dostanemestejny vysledek, jako kdy¥sséitame
1+ (2+ 3). Kdy¥anasobime(1l 2) 3, dostanemestejny vysledek, jako kdy¥anasobimel (2 3). Zgejmito
plati i v ostatnich pgipadeb.

2. Existuje v¥dyky vyjimeeny prvek, ktery ma tu vlastnost, ¥ekdy¥avstoupi do operaces jakymkoli éislem,
vysledekje to éislo. U seitani ma tuto vlastnost nula, v¥dy&y a+ 0= a ataké 0+ a = a. Pro nasokeni
je timto éislemjedniéka, zasea 1= aal a= a Takovémuto eislu gikhme neutralni prvek nikdy také
jednotkovy (nasobeni) nebo nulovy (séitani).

3. Ke ka¥dém éislu mu¥semanajit takové eislo, ¥evysledek operaceprovedenés timito dvima éisly je roven
paislulnénu neutralnimu prvku. Tak tgebav pgipadi seitani celyc éiselje 3+ ( 3) = 0,5+ ( 5) = 0,
3+ 3= 0, obecni a+ ( a) = 0.V pgipadi ndsokeni nenulovych racionalnich eiselmame 5 % =1,

1

( %) ( 4= 1, obecnia %= 1. Takovému éislupak gikime opaény (v pgipadi seéitani) nebo inversni

(v pgipadi nasolkeni) prvek

4. Asitakévtichni vite, ¥%dyto operacejsou komutativni (napg.kdy¥sséitame2+ 3, dostanemestejny vysledek
jako kdy¥sseeteme3 + 2, nebo kdy3¥znasobime2 3, dostanemestejny vysledek, jako kdy¥nasobime3 2).
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1.2. Co je algebra 5

Ale to v pgipadi grup neni pravidlem. Pokud ma grupa navic tuto vlastnost, gikime ji komutativni nebo
také Abelovagrupa.

Co je tim to pgikladum spoleéné?V¥.dyjsme mili nijak ou mno%zimi s nijak ou binarni operaci. Radiji nebu-
demerozebirat, coto je mno¥inaa spokojime ses intuitivni pgedstaou nijak ého souboru prvku. Slovo operace
setaké bi¥ani poudsid. Co si pod tim ale pgedstait? Vezmime tgebato seitani celych éisel.K éenu pgi nim
vlastni dochazi? To vezmemenijak & dvi cela eislaa pgigadimgim jejich soueet,tedy zasenijak é celé éislo.
Pgi nasoleni je to podobné, vezmemenijak & dvi éislaa pgigadimgim jejich souéin, zasenijak é éislo. Mohli
bychom se tedy na operaci obecni divat jako na nijak é zobrazeni, které ka¥.dédvojici (radiji uspogadanéne
viechny operacejsou komutativni) prvku pgigadinijaky prvek (nikdy jiny, nikdy stejny jeko jeden z nich).

A musi do operacev¥dyky vstupovat dva prvky? Co brani, aby byly tai, étygi, ... nebo jen jeden? Nebrani
tomu nic. Poeet prvku, které do operace vstupuji, se nazyva éetnost nebo také arita opermace Jsou potom
operace unarni, tgebatakova, ktera éislu pgigadijeho pgevracenouhodnotu, binarni, to jsou znamé operace
seitani, odeitani, nasokeni nebo dileni, ternarni, ..., obecni n-arni. Dule%itéje, %0 zobrazenimusi pgigazeat
pvysledekyka¥sdéispogadanén-tici prvku z mno%ziy. V tomto smyslu napgikladdileni realnych eiselneni operaci,
proto¥enelzedilit nulou. Kdy¥.ale vezmememno¥sim nenulovych realnych éisel,dileni operacije. De nujme si
nyni grupu.

1.2.1 De nice Grupa je neprazdnamno¥inaG s jednou binarni operaci , ktera splouje nasledujici podminky
1. pro viechny prvky a;b;cz mno%iy G plati a (b c) = (a b) c (ascciativita operace ).

2. V mno%iniG existuje prvek j takovy, ¥epro viechny prvky a z mno%iy Gjea j =] a= a (existence
neutralniho prvku).

3. ke ka¥.dém prvku a z mno¥%ily G existuje prveka ! takovy, %ea a 1= a ! a=j (existenceinversniho
prvku).

Pokud navic pro vtechny prvky a;bz mno¥iy G plati, %ea b= b a (komutativita operace ), nazvemetuto
grupu komutativni nebo Abelovou

Je vidit, ¥epodle této de nice jsou grupami také mno¥inaracionalnich éisels operaci seitani, mno¥ina
nenulovych realnych éisels operaci nasokeni, mno%zinakomplexnich eisels operaci séitani, mno¥sinanenulovych
komplexnich éisels operaci nasokeni, mno%zinavtech polynomu s operaci séitani, ... Grupou ale neni mno%iina
pgirozerych éisels operaci séitani, proto¥.ezde nemameopaenéprvky. Taky taebamno¥sinaviech racionalnich
eisels operaci nasobeni, proto¥.ek nule neexistuje inversni prvek.

Na realnych éislet ale znamedvi operace- séitani a nasobeni. Spolu s operaci séitani tvogitato mno%iina
grupu, dokonce komutativni. Kdy%sodebereme nulu a uva¥aujemeoperaci ndsobeni, mame opit komutativni
grupu. Navic vime, ¥%eobi tyto operacejsou spojeny distributivnimi zakony. Existuje nijak &€ pojmenovéani ta-
kovéto struktury? Ano, gilameji tileso (v tomto pgipadi dokonce komutativni tileso). Uveime si jelti de nici
tilesa, proto¥elinearni prostory, co¥je hlavni téma tic hto skript, se obecni buduji pravi nad komutativnimi
tilesy. My sebudemeomezaat pouzena linearni prostory nad realnymi eisly, ale éastobudeme pou¥siat vlast-
nosti realnych éisel,které plynou pravi z toho, ¥erealna éislas operacemiseéitani a nasokeni tv ogikomutativni
tileso.

1.2.2 De nice Tileso je alespp0 dvouprvkovd mno¥%inaT s dvima binarnimi operacemi+ a , ktera splouje
nasledujici podminky

1. pro viechny prvky a;bz mno¥%iy T plati, %ea+ b= b+ a (komutativita operace+).
2. pro viechny prvky a;b;cz mno%ily T plati a+ (b+ ¢) = (a+ b) + c (ascciativita operace+).

3. v mno%iniT existuje prvek o takovy, ¥epro viechny prvky a z mno%ily T je a+ 0= o+ a= a (existence
nulového prvku).

4. ke ka¥sdéma prvku a z mno%iy T existuje prvek ( a) takovy, ¥%ea+ ( a) = ( a) + a = o (existence
opaenéhoprvku).

5. pro vtechny prvky a;b;cz mno%iy T plati a (b c) = (a b) c (ascciativita operace ).
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6 Kapitola 1. Uvod - jazyk matematiky

6. v mno%ini T existuje prvek j takovy, %epro viechny prvky a z mno%iy T jea j = ] a= a (existence
jednotkového prvku).
7. ke ka¥:dém prvku a z mno¥%ily T nfog existuje prvek a * takovy, %ea a ' = a ! a=j (existence

inversniho prvku).
8. pro vtechny prvky a;b;czmno%iy T plati a (b+ c)=(a b+ (a c).
9. pro vtechny prvky a;b;cz mno%iy T plati (a+ b)) c= (a ¢)+ (b ¢).

Pokud navic pro vtechny prvky a;bz mno¥%iy T plati, %ea b= b a (komutativita operace ), nazvemetoto
tileso komutativni. *

Paiklady tiles, sekterymi jste seji¥asetkali, jsou (kromi redlnych éisels obvyklym séitdnim a nasobenim)
jetti také komplexni nebo racionalni éisla v¥dys obvyklymi operacemi. Pokud znate operaci modulo (zbytek
po dileni eislaa éislemb), mu¥sepro vas byt paiklademtilesa také mno¥%inaZ, = f0;1;2;:::;p 1g, kde p je
prvoeisloa kde seéitamea nasobimepravi modulo p. Ve vtech tic hto pgikladet byla tilesa dokoncekomutativni.
Pgiklademnekomutativniho tilesa jsou ji¥%azmioované kvaterniony.

Zase nas mu¥senapadnout, proé by tyto operacemusely byt jen dvi. A proé obi binarni? Samozgejmito
neni nezbytné. Mu¥ememit mno%zily s koneéni i nekoneéni operacemirtznych arit, které zasesplouji nijak é
podminky. Pro vittin u z nich u¥nemamespecialni ndzev, obecni je oznaéujemegiako (univerzalni) algebry Dal
u¥tento namit zkoumat nebudeme,proto¥aeby el daleko nad rdmecskript. Chtila jsemjen naznaeit, cozkouma
dne!ni algebra. Pgedmitem jejiho studia jsou algebraidké struktury , tedy neprazdné mno%iiry, na kterych jsou
de novany ureité algebraideé operace.

Z algebry sevydililo dal'i odvitvi matematiky ato linearni algebe. Linearni algeba zkoumalinearni (také
se gild vektorové) prostory a vle, co s nimi souvisi, napg.linearni zobrazeni,linearni formy, ale také soustavy
linearnich rovnic, matice, ...Poéétky linearni algebry najdeme v 17. stoleti, kdy René Descartesjako prvni
popsal geometridké problémy (jako tgeba pruseeik pgimek) formou linearnich rovnic. Vice se rozvijet zaeala
a¥av 19. stoleti, jsou s ni spjata jména jako Gauss, Jordan, Grassmannnebo Hamilton, ktery zavedl oznaéeni
vektor. Zpoéatku linearni algebrastudovala prostory dimensedvi atgi. Pak seale roztigilana prostory lib ovolné
koneénéi nekoneénédimense.S pojmem linearni prostor se setkate témig ve viech oblastech matematiky.

1.3 Jazyk matematiky

1.3.1 Pgiklad Plocha etverce pgidanak jeho strani je rovna %.
@e'eni: Vezmil. Rozdil 1 na polovinu, dostane! % Vysledek umocni na druhou a dostanet %. Pgiéti % a dostane!
1. To je odmocnina z 1. Odeeti % kterou jsi dostal dilenim 1 dvima. Ziskal jsi stranu etverce.

Takto nijak vypadalo gelenipgikladu ve staroviku. ©lo o pgiklad, ktery bychom dneslka popsali jako geleni
kvadratické rovnice

Kdy¥spou¥sijemednes dobgeznamou formulku, obdr¥simedvi gelenijednak 3, tedy gelenikteré ziskali i staro-
vici matematici, a pak také % co¥je gelenikteré ve staroviku neznali a také neuznavali, proto¥.edélka strany
samozgejminemu¥ebyt zaporna.
Z uvedenéhojsou snad vidit nejméni dvi vyhody, které matematicka symbolika pginali.

1. PgikladIze zapsat strueni a jasni.

2. Lze popsat obecnégeleni,které je pou¥iitelnépro vitli mno¥astvipgipadu.

Na druhé strani senic nesmipgehanit. Pokud by sev zapisu pou¥aialy jen symboly, text by byl nesrozumi-
telny. Napg.
S(fixo), 8"9 (">0" >078x(jx Xxoj< ) jf(x) f(xo)j<")

je vam jisti znamade nice spojitosti funkcef v bodi xg (to oznaéujemeS(f;Xg)). Nevim, jaky dojem ve vas
vznikl, kdy¥sjste tento zapisvidili poprvé, ato (pgedmkladam) vam pgedemvysuvitlili, coten pojem znamena,

1V literatuge se éasto nerozlituje mezi tilesem a komutativnim tilesem.
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ale myslim, %easi nebyl GpIni pgijemry. A pgedstaa, ¥ematematicky text se bude skladat jen z takovychto
formulek gazegch jedna za druhou, je asi dost hruzna.

Nabizi se analogie s hudbou. Ta pou¥iia také specialni symbolicky jazyk - notovy zapis. Kdyby notovy
zapis neexistoval, bylo by velmi obti¥%néreprodukovat sly*enou skladbu, snad jen nijak ou jednoduchou piseo.
Naproti tomu, kdy%s€lovik dostanedo ruky notovy zapis, nemusi byt schopny zapsanoumelodii pslytety, snad
jen tu jednoduchou. Zale¥jisti na zkulenosti a hudebnim sluchu. Ale je to namahavé. Podobni i v matematice
je pro nas symbolicky text vyhodny, jak bylo naznaéenov Uvodu této podkapitoly, ale i pro elovika s velkou
zkulenosti se symbolickymi znaky je velmi namahavé éist jen samé formulky. Proto je v matematice dobré
vyu¥siat symboliky, ale je taebaji také prokladat pnormalnimy nesynbolickym textem. Proto¥setato skripta
jsou uréenapro pmatematiky-zaéateenikyy,bude v nich jen malo neznamych matematickych symbolu.

Vyhodou symbolu je také jejich jednoznaenost.Pgiklademmu¥sebyt spojka nebqg kterou pou¥siame ve dvo-
jim vyznamu - vyluéovacim a nevyluéovacim. Kdy¥sgeknemepPgijdetam Petr nebo Pavely, mu¥go znamenat,
Yaetam pgijdepravi jedenz nich (vyluéovaci) nebo také ¥ep@ijdeaspoo jeden z nich, mo3zna oba (nevyluéovaci).
V matematice bychom v prvnim pgipadi pou3iilisymbol a ve druhém _. Vyznam tic hto dvou symbolu je
jednoznaéni dan a neni tedy potgebanijak slo%iti popisovat, co setim vlastni mysli. Vyznam (sémartik a)
jednotlivych logickych spojek je dan pravdivostnimi tabulkami pro jednotlivé spojky, s nimi¥jste seji¥%aprav-
dip odobni setkali na stgednitkole. Pro zopakovani uvedemepravdivostni tabulky zakladnich logickych spojek,
tedy negace( ), konjunkce (*), disjunkce (_), implikace() ) a ekvivalence( ).

al/bfarbla_bja) bja, b
a a 0|0 0 0 1 1
ol 1 0|1 0 1 1 0
11| 0 1|0 0 1 0 0

1)1 1 1 1 1

V matematickém textu se také mu¥semesetkat s pkvanti k atoryy. Jeden se nazyva vieobecry, zapisuje se
8 a znamena, ¥setvrzeni plati pro viechny hodnoty prominné, ktera je za kvanti k atorem uvedena.Druhy se
nazyva existenéni, zapisuje se 9 a znamena, ¥%etvrzeni plati alespoo pro jednu hodnotu prominné, ktera je za
nim uvedena.Opatrni musimebyt pginegovani tvrzeni skvanti k atory. Pokud toti%aneni pravda, ¥gro vtechna
x plati P(x), znamenato, ¥easpod pro jedno x neplati P (x), a ne %€P (x) pro viechna x neplati. Analogicky,
pokud neplati, ¥eexistuje x, pro které P(x) plati, znamenato, %€eP (x) neplati pro ¥adné&. Kdy%¥sto zapiteme
symbolicky, mame

:8 xP (x) odpovidda 9x: P(x):

19 xP(x) odpovidda 8x: P(x):

Ale matematicky text senevyznaéujejen specialnimi symboly. Easto sev nim objevuii slova de nice, vita,
dukaz Je mo¥inédsgste sestimito pojmy jelti nesetlali, proto si trochu objasnime, co znamengi.

Mo¥znasevam nikdy stalo, Ysgste sesrodiei domluvili, ¥.esevratite veder, ale pgivalem navratu pak dollo
k jakémusi nedorozumini vyvolanénu tim, ¥%evale pgedstaa o tom, co je veer, byla jind, ne¥pgedstaa valich
rodieu. Podobni kdy¥vam nikdo v zimi gekne,¥eje venku docelateplo, mu¥etam byt chladniji, ne¥kdy¥a
sev léti dozvite, ¥ednes tam moc teplo neni. Je vidit, 3¥ev bi¥anémjazyce pou¥siana slova nemaji obvykle
pgesnivymezery vyznam. Obéasdiky tomu élovik narazi, ale vitlinou selidé nijak domluvi. V matematice je
situace ponikud jina. Proto¥ese pohybujeme v abstraktnim sviti, je potgebapou¥siané pojmy pgesnide novat
(vymezit, popsat). De nice je tedy jakasi umluva, ¥eniéemu, co jsme tady na spousti gadekpeélivi a pgesni
popsali, budeme gikat nik olika malo (obvykle jednim éi dvima) slovy. Napgiklad veeer mu¥emaeale novat jako
obdobi od 18 do 22 hodin zemipisné ligceodpovidajiciho easu.A teplo mu3ebyt, kdy¥sje vice ne¥20 Celsiovych
stupou. V de nici by zgejmimily vystupovat pouzepojmy ji¥dgaive de nované (pomineme-li spojovaci slovieka
z bi¥anéhojazyka). To seale obvykle nevy¥sadujespile se uvedou na zaéatku pojmy, jejich¥znalost se pgedm-
klada. Pokud je nikdo nezna, musi si je najit v jiné literatuge. Kdybychom toti% chtili vtechno de novat pod
zakladuy, pgilit by narostl poéet stranek a ne¥by se étenagprokousalk tomu novému, co mu chcemesdilit, asi
by text odlo%ail.

V de nici tedy zavadime nijaky novy pojem prostgednictvim pojmu znamych (de no vanych ji%dgive nebo
tic h, jejich¥znalostsepgedmklada). Ve vitach pak popisujemevztahy mezipojmy. Matematicka vita je vitlinou
ve tvaru implikace. Da setedy rozdilit na dvi éasti - padpoklady a zavir. Pgedmklady jsou uvozery slovy
bnedt»y, ppokudy, pjestli¥zey pbuitey, pmijmey, ...Zavir nasledujeza slovy ppotomy éi ppaky. Nikdy ta prvni
east (pgedmklady) chybi. Takové tvrzeni ma prazdnou mno¥%in pgedmkladu, plati v¥ady
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8 Kapitola 1. Uvod - jazyk matematiky

Ka¥sdamatematicka vita musi byt dokazana to znamend, %emusi byt ovigenajeji platnost. V dukazu se
obvykle pou¥siaji nikteré vlastnosti pojmu, které vypreparujeme z jeho de nice, a také nikteré pgedtozi (ji%a
dokazané)vit y. Pou¥ziéme pgitom postupy, které matematika pova¥aujeza pspravnéy. O tom, které to jsou, se
dozvidamez matematické logiky.

Kromi tic hto tgi pojmu sev matematickych textech objevuji jelti ruzna tvrzeni, pozoovani, duslelky, lem-
mata, ... Jsouto v podstati takévity, aletimito oznaéenimirozlitujeme jakousidule¥itostnebo slo¥.itost.Tgeba
tvrzeni je obvykle nijak & pmentiy vita, jeji¥sdukaz je jednoduchy. Pozomvani je nico, éehosi lze pvlimnouty
bez nijak ého velkého pstudovaniy. Dukaz je natolik jednoduchy, ¥sese eastovubec neuvadi. Dusledek je vita,
kterd pgimo(snadno) plyne z jiné vity. Lemmaje pomocnétvrzeni. Pou%iia sevitltinou tam, kde je dukaz vity
obti%ary a dlouhy. Zformuluje se nikolik pomocnych tvrzeni (lemmat), ktera samao sobi nemusi byt zrovna
moc zajimava a jejich¥sdukazy vittinou nejsoulehké. Kdy¥ssejimi ale elovik prokoule, je dukaz vity naprosta
hraéka (no, to je tro chu nadnesenéale vyznam lemmat je opravdu v tom, aby z nich ta pkrasnayvita vyplyvala
jednodute).

| na stgednilkole jste sesetkali sezakladnimi typy dukazu. Jak u¥bylo geeenoje matematicka vita vittinou
ve tvaru implikace,tedy P ) Z, kde P jsou pgedmklady a Z je zavir. Mu¥emepostupovat pgimo, tedy
pou¥ijemepostupni pgedmklady a pomoci pspravnychy Gsudku odvodime zévir, nebo nepgimo,kdy vlastni
dokazujemeekvivalentni implik aci, toti%s: 2 ) : P.

1.3.2 Pgiklady llustrujme sitento typ dukazu na nik olika pgikladed.
1. Druha mocnina sudéhoéislaje opit sudééislo.
Pgesniji bychom mili napsat: Pro viechna cela isla z plati: Je-li z sudééislo, pak také z? je sudé éislo.
Vieobecry kvanti k ator seale v textu éastovynechava. Také Udaj, o jaka éisla se jedna, mudsev textu
chybit, mysli se pak nejvitli mo%¥snamno¥zinatic h éisel, pro kterd& ma dana vlastnost (sudost) smysl.

V nalem pgipadi je to mno¥inacelych éisel. Tvrzeni plati také pro libovolnou podmno¥iimi, tedy i pro
mno¥im pgirozerych eéisel.

Ne¥zaénemevitu dokazovat, musimesi ujasnit, co znamena,¥sge nijak é éislosudé.Pravdip odobni vite,
Ysesudd eislajsou ndsobky dvou. Jak to ale matematicky zachytit? Vitlinou sepousid nasledujicide nice:

Celé éislo z nazvemesudé, jestli¥zeexistuje takové celé éislo a, ¥ez = 2 a.

Pgistupmenyni k dokazovani. Pgedmkladem vity je, ¥%ez je sudé éislo, vlastni tvrzeni pak gila, ¥setaké
z? je sudéeéislo. Pgepitemesi (podle de nice), coto znamena,¥ez je sudé.
Existuje takovécelééislo a; %e z= 2 a:

Spoeitame z? a potgebujemeukéazat, %6 toto eisloje sudé,tedy ¥eho mi¥emenapsat ve tvaru 2 b, kde
b je nijak é celééislo.

2= (2 a)’=4 a’=2 (2a°
Polo%ime-lib = 2a?, pak opravdu mi¥emepsat z = 2 b, kde b je celé &islo, proto¥evzniklo z celého
eislaa operacemi(umocninim a vynasobenim dvima), na které jsou cela éislauzavgena.Tim je tvrzeni
dokazano.

2. Je-li z? liché éislo, je také z liché éislo.

Uvidomme si nejprve, co znamena, ¥eje nijak é éislo liché. Pravdip odobni ka¥adyvi, ¥setoto éislo neni
sudé.Uvedenavita setedy da pgeformulovat ve tvaru

Jestli¥sez? neni sudééislo, pak také z neni sudé éislo.

To je ale ekvivalentni s pgedtiozim, nami ji¥adokazanym tvrzenim, jak semu¥emegesideit z nasledujici
pravdivostni tabulky, kde P oznaéujetvrzeni z je sudéa Z tvrzeni z? je sudé

Plz|:P|:Z]||P) Z2|:Z) :P

R OlO
| Ol O

1
0
1
0

o|lo|r|r
ROl k|-
Rlo|lr|r
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3. Druha mocnina lichého éisla je opit liché eislo.

Opit si nejprve musime ujasnit, co znamena,¥sge éisloliché. Asi nam moc nepomu3seto, co jsme pouili
v pgedbozim dukazu, toti¥% ¥eneni sudé. Dokonce ani kdy¥to pgepilemeve tvaru

Celé eislo z nazvemeliché, jestli¥enexistuje takové celé eislo a, ¥%ez = 2 a neboli celé éislo z nazveme
liché, jestli¥%epro viechnacelaéislaajez6 2 a.

Potgebujemenijak é ppozitivniy vyjadgeni.Tgeba
Celé éislo z nazvemeliché, jestli%aeexistuje takové celééisloa, ez = 2 a+ 1.

A tei u¥budeme postupovat podobni jako v prvnim dukazu. Spoeitame druhou mocninu a pgepitemsi
vetvaru 2 b+ 1.

2= (2 a+1)?=4a’+ 4a+1=2 (2a®+2a)+ 1= 2 b+ 1;
jestlivaepolo¥simeb = 2a? + 2a.
4. Je-li z2 sudéeéislo, je také z sudééislo.

Vyu¥sijeme-liopit toho, ¥ecela éislajsou bui sudanebo licha, tedy %ebyt sudy znamenanebyt lichy, je
zgejmé Yaetoto tvrzeni je ekvivalentni s pgedbtiozim, které ji%bylo dokdzano.

Dalti zpusobdukazu, sekterym jste seji¥asetkali, je dukaz sporem. Ten vyu¥aia pravidlo o vyloueeniteetiho,
co¥4e jedno z pravidel platnych v matematické logice. @ika vlastni, ¥ev¥.dyky musi platit tvrzeni nebo jeho
negace,nemi¥senastat situace, kdy neplati ani jedno z nich (jakasi ptgeti mo3znosty).Dukaz pak provadime
tak, ¥sepgedmkladame, ¥euvedenétvrzeni neplati (tedy plati jeho negace),a z tohoto ppgedmkladuy dale
nico vyvozujeme.Nalim cilem je odvodit nijaky nesnysl, nico, co ureiti neni pravda. Pokud senam to podagai
(ovtem nediky nijakym nalim patnym Gsudkum - to by seto dokazovalo), oznaéimetento nesnysl jako spor (se
zdravym rozumem, s nijak ou obecni znamou pravdou, stim nespra/nym pgedmkladem,...). Jestli¥agsme tedy
z pgedmkladu, ¥aetvrzeni neplati, odvodili spor, znamenato, ¥etento pgedmklad byl nesprany, nepravdivy,
a tedy (podle pravidla o vylouéenitgetiho) musi byt pravdivé to puvodni tvrzeni.

Dukaz sporem se velmi easto u¥ia v pgipadi tvrzeni ve tvaru pNeplati, %e...y a také pgi dukazed jed-
noznaenosti, tj. pExistuje jediny ...y, kdy pgedmkladadme, ¥seexistuje vice (tedy dva) objektl s uvedenou
vlastnosti, a dostanemeseke sporu. Na ukazku si uvedemejeden pgiklad dukazu sporem.

1.3.3 Pgiklad P 2 neni racionalni éislo.

Dukaz provadime sporem, proto pgedmkladame, ¥%e 2 je raciondélni eislo (negacedokazovanéhotvrzeni). Zase
si nejprve musime uvidomit, co je to racionalni éislo.Jednaz de nic (pro nasvyhodna) gilé:

Eislo a nazvemeracionalnim, jestli%eexistuji nesoudilna cela éislap a g, q> 0 takova, ¥.ea = g
P~ o . s . P~
Kdyby tedy 2 bylo raciondlni éislo, muselaby existovat nesoudilna cela éislap a g, q> 0 takova, %e 2= g
Terto vyraz umocnime na druhou (tim serovnost neporuli) a mame
2
= PP
= ==

: tedy p>=2 o

To ale znamena, ¥.ep? je sudé. Podle posledniho pgikladuv minulé easti vime, ¥%emusi byt sudétaké &islo p.
Mu¥emeho proto zapsatjako 2 a, kde a je nijak é celééislo.Nyni do pgedtozihovztahu dosadimezap= 2 a.

pPP=(2 a)’=4 a®=2 ¢, tedy =2 a%

To ovtem znamena,¥.ap je sudéatedy i g je sudé.A tim jsmeu cile. Proé?No pgecep i qjsou sudaeéisla,jejich
spoleérym dilitelem je éislo2. A pgitom podle pgedmkladu mila byt nesoudilna! Mo¥andjelti nikdo vaha na
tim, co znamena, ¥€gsou éislanesoudilna. To de nujeme tak, ¥gejich jediny spoleéry d‘Bit_eI je éislol. A my
jsmenalli jiného spoleénéhadilitele. TB je samozgejmiky¥aey spor. Tak¥.gpgedmklad, e 2 je racionalni eislo,
je tpatny. Musi platit jeho negace,tj. = 2 neniracionalni eislo.
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10 Kapitola 1. Uvod - jazyk matematiky

Mo¥najste sestimto dukazem ji%s setkali. Velice éasto se pou¥ia jako pgiklad dukazu sporem. Ja jsem si ho vybrala proto, ¥%eje
hezky (nepou¥iaji se ¥:adnéslo¥itépojmy a Upravy), taky jsme vyu%iili toho, co jsme dokazali v pgeddozi éasti, a navic sek nimu
poji zajimava histork a. Tento dukaz je tradiéni pgipisovdn Hippasovi z Metap ontu. Patgil mezi pythagorejce, ¥.édky Pythagora, o
kterém jste u%ajisti slyleli. Pythagorejci vidili v eislech obraz pravé podoby vesmiru, znali viak pouze eisla pgirozenda a jejich
zlomky (jak by také vzdalenost mohla byt taebazépornd). Tim, ¥eHippasos objevil, ¥etakovou pgirozenou vic, jakou je Uhlopgiéka
jednotk ového étverce, nelze vyjadgit v uznavaném tvaru, velmi otgasl zéklady jejich losoe. Za trest byl ze spoleéenstvi vylouéen
a pythagorejci mu dokonce zgidili hrob, aby bylo jasné, ¥%eje pro ni mrtvy . Traduje se, ¥%eho dokonce vyvezli na liré mogea tam
ho hodili do vody, aby se utopil. Jak vidite, nebylo v34dy lehké byt matematik em a objevovat nové vici. Objev iracionality = 2 se
pak pythagorejci sna¥ilidr¥setv tajnosti.

Poslednimtypem dukazu, o kterém se zminime, je dukaz matematickou indukci. Je to jedna z nejsilnijtic h
zbrani matematiky, proto¥enam umo¥sdje dokazat tvrzeni pro viechna pgirozenaéisla (kterych je nekoneéni
mnoho), pokud dokd¥emelatnost pouzedvou tvrzeni. Mu¥emesi to znazornit na tzv. dominovém efektu.

Pgedstate si, ¥%emate gadudominovych kostek a chcete, aby spadly vtechny, kdy3astréite do jedné z nich.
Co k tomu budete potgelovat? Jednim po¥.adakem bude, aby ty kostky staly tak blizko u sebe, aby ka¥.da
padajici kostka porazila i tu nasledujici, tedy aby pad n-té kostky vyvolal pad (n + 1)-ni kostky. No a potom
jetti potgebujemevybrat kostku, do které stréime. Zgejmi to musi byt prvni kostka, proto¥ekdybychom stréili
do druhé, tgeti, ..., spadly by jen ty za nimi, ty pgednimi by zustaly stat.

@adadominovych kostek je ve skuteenostijen koneena(tak¥sebychom mohli tgebastreit i do poslednikostky
a po¥.adwat, aby ka¥adaostka shadila pgedtozi), ale tento princip mu¥semeou¥aiti pro abstraktni situaci, kdy
gadaje nekoneénd.A stejny princip pou¥aia i matematicka indukce. Chceme-li dokazt, ¥enijak é tvrzeni T(n)
plati pro viechna pgirozenaeislan, staéi ukazat, %eplati T (1) (shozeniprvni kostky) a ¥ez platnosti pro n
plyne platnost pro n+ 1, tedy ¥epro viechnan 2 N plati T(n) ) T(n+ 1) (n-t4 kostka shadi (n+ 1)-ni kostku).
Uké¥semesi to opit na pgikladu.

1.3.4 Pgiklad Uka¥ite ¥sepro viechnan 2 N plati:
1 1 1 1 n
+ — +

—+ o+ =
12 23 34 n (n+1) n+1

Dukaz provedemematematickou indukci. Nejprve dokad¥.emeplatnost pro n = 1.

1 1 1

12 2 1+1

Tei potgebujemedokazat indukéni krok. Pgedmkladametedy, ¥epro libovolni zvolenépevnén plati

1 1 1 1 n
—_—t —+ — + + = :
12 23 34 n(n+1) n+l

a chcemedokazat, ¥epotom plati

1 1 1 1 1 n+1
_—t —+ — + + + = :
2 23 34 n (n+1) (n+1) (n+2) n+2

Vezmemelevou stranu dokazovanéhovyrazu a budemeji upravovat, a¥ziskdme stranu pravou. Prvni Upravou
je rozlo¥enlpravovanéhovyrazu na souéetsouétu prvnich n éleri a (n + 1)-niho éleru, abychom mohli vyu%ait
indukeni pgedmklad a soueetprvnich n elenl nahradit. Potom oba zlomky pgeedemena spoleenéhgmenaovatele
a upravime.

1 1 1 1 1 1 1 1
—+ —— + + + = ——+ —+ + + =
12 23 n (n+1) (n+1) (n+2) 12 23 n (n+1) (n+1) (n+2)

__n . 1 __Nh(+2 1 . on?2+2n+1
" n+1 (n+1) (n+2) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2) (n+1) (n+2)

B (n+ 1)? n+1
" (n+1) (n+2) n+2

Tim je tvrzeni dokazano.
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1.3. Jazyk matematiky 11

Nikdy sematematické indukce pou¥sia v tro chu jiném tvaru. Mu¥semenapgikladdokazovat, ¥enijak é tvrzeni
plati jen pro pgirozenégisla, ktera jsou vitli nebo rovna nijak ému pgirozeném éislung. Potom samogejmiten
prvni krok nedokazujemepro jedniéku, ale pro ng.

1.3.5 Pgiklad Uka%¥ite3sepro viechna pgirozenan 3 plati:
2">2n+ 1L

Nejprve dokd¥semelatnost pro n = 3.
22=8>7=23+1

Nyni doka¥semeéndukéni krok. Pgedmkladame, %epro libovolni zvolenépevnén 3 plati
2" > 2n+ 1
a chcemedokazat, ¥epotom plati také
2" > 2n+ 1)+ 1=2n+ 3
Opit si levou stranu upravime, abychom mohli pou%sitindukeni pgedmkiad.
21 =2 2">2 2n+1)=4n+ 2
Zbyvéa nam dokazat, %e4n + 2> 2n + 3. Proto%en 3,jen> 2a
AN+2=2n+2n+2>2n+2 2+ 2=2n+6> 2n+ 3
Tim je tvrzeni dokazano.

Nikdy mu¥aeoyt situacejelti sloaitijti. Kdy¥asezasevratime k dominovym kostkam, mu¥semsesi ji znazornit
tak, ¥gsou kostky rozlo¥sep po plo'e tak, ¥seka¥adé nich muaeby shozenanijak ou kostkou, kterd je pgedni.
Nevime ale, ktera to je. Mu¥zgjich byt zapotgebii vic (jedna nestaéi). Jak potom zajistime, aby kostka spadla?
Abychom mili jistotu, je potgeba,aby spadly viechny, které jsou pgedni. Indukce pak probiha takto: Nejprve
zasetvrzeni dokd¥.emero nijak ou nejmenti hodnotu (nikdy radiji i pro nik olik malych hodnot - pro jistotu).
A potom z toho, ¥%etvrzeni plati pro viechna pgirozenaeisla menti ne¥an, dokd¥semeseplati i pro n. To je
indukeni krok. Pokud toto zvladneme, mu¥emesmile prohlasit, ¥etvrzeni plati pro viechna pgirozenaéisla
(pgipadni od nijak ého poeingje). Aé seto mo¥andna prvni pohled nezda, jsou oba tyto principy matematické
indukce (gila sejim slaby a silny) ekvivalentni.

1.3.6 Pgiklad Uka¥ite ¥.eka¥sdépgirozenéeislon 2 Ize rozlo%itna soueinprvoeisel(tj. eisel, ktera Ize dilit
jen jimi sanymi a jedniekou).

Toto tvrzeni jisti plati pro pmalay pgirozenaeisla.
2=2, 3=3, 4=22=2% 5=5 6=2 3

Musime jelti dokazat indukéni krok. Mijme nijak € pgirozenééislon 2. Mohou nastat dva pgipady Bui je
toto éislo prvoeislo, pak neni tgebarozkladat (n = n), nebo prvoéislemneni a da se napsat jako souéin dvou
eisel(napg.n = k m), ktera jsou menti ne¥n. Ale ka¥.démenti &islo u¥%sumime rozlo¥itna souéin prvoéisel
(indukéni pgedmklad), proto i éislon mu¥emeozlo¥iittak, ¥sevynasobimety dva rozklady.

n=m k=(my my ms) (ki ko ki)

Je vidit, ¥ejsme tady nemohli pou¥iitten pgedhozi pslabyy princip. Tedy mohli, jsou toti¥% ekvivalentni, ale
museli bychom tou ekvivalenci pprojity, co¥by bylo zdlouhavé.
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Kapitola 2

Polynom y

S polynomy jste sepravdip odobni setkali u¥na stgednitkole. A budete je potkavat i nadale,a to nejenv ma-

tematice, alei v jinych oborec. Easto sepou¥iaji k vypoétu pgibli¥anéhodnoty funkcev nijak ém bodi (mo¥na
jste seji¥asetkali s Taylorovym polynomem), pou%si@ji sei k popisu chovani nikteryc h veliéin (namigenymi

hodnotami se pprokladay polynomialni kgivka). V této kapitole shrnemezékladni poznatky o polynomed.

2.1 Co to je polynom?

Jak eeskynazev (mnohoelen) napovida, je polynom vyraz, ktery ma pmnoho eleriy. pMnohoy znamenabli¥se
neuréery koneery poeet (alespoo jeden), élery jsou vyrazy typu péislokrat mocnina prominnéy. To eislomu3ze
byt realné (realné polynomy) nebo komplexni (komplexni polynomy),. .. a gika semu koe cient. Pokud nebude
geéenaico jiného, budemev ramci tic hto skript pod pojmem polynom rozumit v¥dyredlny polynom. Pouze
v easti vinované kogerim polynomu budeme muset pgibrat polynomy komplexni, proto¥sese mudzestat (jak
jisti vite ze stgednitkoly), ¥epolynom s redlnymi koe cienty neméa ¥adné&ealné kogely (ma pouze komplexni
kogery). Naproti tomu viechny kogery komplexniho polynomu jsou komplexni eisla (nemusime zavadit nijak a
nova). Budeme-li potgelovat zduraznit, ¥ekoe cienty polynomu jsou eisla komplexni, realna, racionalni, éi
cela, budememluvit o polynomu skomplexn|m| realnymi, racionalnimi, ei celogiselrymi koe C|enty Prommna
se mu¥zejmenovat ruzni (x;y;z;a;b;:::; ::), mluvime pak o polynomu v prominné x;y;z;:::;; ;:::
Polynom je souetemsvych éler.

Nikteré koe cienty mohou byt nulové, ty nas pgilit nezgimayji, v zapisu polynomu sezpravidla vynechéavaji.
Pitemex®+ x3 2x+ 1 misto x®+ Ox* + x3+ 0x> 2x+ 1 nebo misto Ox® + x®+ Ox*+ x3+ Ox? 2x + 1.
Mu¥.ends také zajimat, jaka je nejvyli mocnina prominné, u ni¥%je nenulovy koe cient. Tomuto eislu gikime
stupeo polynomu Pokud ¥adnéakové eisloneexistuje, tedy pokud ma polynom vtechny koe cienty rovny nule
(nulovy polynom), polo¥imestupeo roven 1.

To, co jsme si tady popsali, tei zformulujeme do nik olika de nic.

2.1.1 Denice Nedwap;a;;:::;a, 1;an jsourealna éisla.Algebraicky vyraz
l . . X1 i
anx" + a, X" T+ 4+ ajx+ ag; co¥struéni zapisujeme ax';
i=0
nazveme polynom (v prominné x), €islaayp;a;;:::;a, nazyvame koe cienty polynomu Nulovy polynom O(x)

je polynom, jeho¥atechny koe cienty jsou rovny nule.

2.1.2 Denice Nedw» P(x) = a,x" + a, 1x" 1+  + ayx® + a;x + ap je polynom. Stuped polynomu P
(oznaéujemestP) je nejvitti m 2 N takové, ¥ea, 6 0. Stupeo nulového polynomu polo¥imeoven 1.

Polynom nultého stupni senazyva konstantni, prvniho stupni linearni, druhého stupni kvadraticky a tgetiho
stupni kubicky.

2.1.3 Pgiklady

1. Polynom P1(x) = 3x? + 5 ma stuped 2, je to kvadraticky polynom.
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2.2. Operaces polynomy 13

2. Polynom Py(x) = 0x* + 0x® + 3x2 + 5 ma stupeo 2, je to kvadraticky polynom.
3. Polynom P3(x) = 3 ma stupeo 0, je to konstantni polynom.

4. Polynom P1(x) = 2x3+ 3x 1 mé stupeo 3, je to kubicky polynom.

2.1.4 De nice @ekneme,¥ese polynomy
X _ X .
P(x)= ax' a Qx)= hx
i=0 i=0
sobi rovnaji, jestli¥aemaji stejny stupeod (stP = stQ = k) a navic aj = Iy pro vtechnai = 0;1;:::;Kk.
2.1.5 Pgiklady

1. Polynomy P(x) = 2x3+ x2 2aQ(x) = Ox>+ 2x3+ x2+ Ox 2 sesobi rovnaji, proto¥semaji stejny
stupeo (st P = stQ = 3) a koe cienty u jednotlivych mocnin sesobi rovnaji.

2. Polynomy P(x) = 3x® x?+ x aQ(x) = 0x3+ 3x?> x+ 1sesob nerovnaji (nemaji stejny stupeo).
2.1.6 Poznamk a Mijme polynom a,x" + a, 1x" 1+  + a;x + ap. Zgejmi plati nasledujicirovnosti
anX"+  +ax+ag= X"+ ax"+ +ajx+ag= X"+ X"t + apx"+  + aix+ ag=
To znamena,¥seka¥adypolynom musemepnatahnouty na lib ovolnou délku tim, ¥epgidanékoe cienty polo¥sime

rovny nule. Toho budeme vyu¥%iat v pgipadeb, kdy bude potgeba, aby nijak & dva polynomy byly pstejni
dlouhéy.

2.1.7 Poznamk a V matematice se easto mu¥setesetkat i s jinym chapanim terminu polynom, toti% jako po-
lynomialni funkce To je takova (realna nebo komplexni) funkce P (x) (realné nebo komplexni) prominné, e

P(x) = a,x"+a, 1x" 1+  + ax+ ag:
Rovnost polynomu sepak chape jako rovnost funkci a uka¥aese, %eplati to, co jsme my mili jako de nici 2.1.4.
Podobni operace se chapou jako operaces funkcemi a uka¥aese, ¥seplati vztahy, které my budeme mit jako
de nieni.
2.2 Operace s polynomy
Polynomy mu¥emeséitat (€len po éleru, pgieems3ten pkratliy doplnime nulami, aby mil stejnou pdélkuy jako
ten pdeliy), nasobit (redlnym) éislem (opit elen po éleru) a také nasobit mezi sebou (ka¥adyelen s ka¥adym

elenema nasledni seeistkoe cienty u stejnych mocnin). Polynomy mu3semedaké dilit, ovlem pouze éasteenia
sezbytkem.

2.2.1 De nice Souéetpolynomu: Nech» P(x) = apx" + + a;x + ag a Q(X) = by x™ + + bix + by jsou
polynomy a nech» m  n. Polo¥meb = O proi = m+ 1;:::;n. Souétempolynomu P(x) a Q(x) nazveme
polynom (P + Q)(x) de novany

X .
(P+Q)x)=(an+ b)x"+ +(ag+b)x+ (a+ )= (a+h)x'"
i=0
2.2.2 Pgiklad P(x)=2x3 x?2+5 Q(x)=3x*> 2x+1
(P+Q)(x)= 2x3 x?2+5)+ 3x2 2x+1)= (2x> x2+ 0x+ 5)+ (0x>+ 3x2 2x+ 1) =

= +0x3+ ( 1+3)x2+ (0 2)x+ (5+1)=2x3+2x> 2x+ 6
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14 Kapitola 2. Polynomy

2.2.3 Pozorovani Vlastnosti seitani polynomu
1. Seitanipolynomu je komutativni, tedy pro ka%déva polynomy P; Q plati, 3%eP + Q= Q + P.
2. Seéitanipolynomu je asciativni, tedy pro ka%dégi polynomy P; Q; R plati, 3P + Q)+ R= P+ (Q+ R).
3. Nulovy polynom je neutralni vzhledemke séitani,tedy pro jakykoli polynom P plati, % +0O = P = O+P.
4. Ke ka¥idéra polynomu P existuje opaéry polynom P takovy, ¥%eplati P+ ( P)= 0= ( P)+ P.
Dukaz. Nedw

P(x) = ax'; Q(x)= bx'; R(x)= Gx':
i=0 i=0 i=0
pokud byly nikteré polynomy pkrattiy, doplnili jsme je nulovymi koe cienty.

1. Seitanireéalnych éiselje komutativni (pou¥sjemeu druhé rovnosti), proto
X X ,
P+Q)(x)=  (a+hb)x'= (b+a)x =(Q+P)x)
i=0 i=0
2. Seéitanirealnych éiselje ascciativni (pou3ijemeu druhé rovnosti), proto
X X .
(P+Q+R)X)= ((@+hb)+c)x'= (a+ (b+c)x =(P+(Q+R)(X)
i=0 i=0

3. Diky komutativiti staéidokazat jen jednu rovnost, taebaP + O = P. Nula je neutralni vzhledemke séitani
realnych éisel,proto

X X _
(P+0O)x)= (a+0x = ax =P(x):
i=0 i=0

4. Polo¥me

X .
( P)(x)= ( a)x'; kde @& je opaenééislok éislua;:
i=0

Opit staéidokazat jen jednu rovnost, tgebaP + ( P) = O. Zgejmi

(P+( P)X)= (a+( a)x'= (& a)x'= 0 x'=0(x)
i=0 i=0 i=0

2.2.4 Poznamk a Tyto étygi vlastnosti jsou vlastni axiomy komutativni grupy, které byly uvedery v de nici
1.2.1. Mno%inapolynomu s obvyklym seitdnim proto tvogikomutativni grupu.

Diky poslednivlastnosti mu3semdaké de novat odeitani polynomu jako pgieitani opaénéhopolynomu, tedy

(P Qx)=(P+( Q)x):

2.2.5 Pgiklad P(x) = 2x3 x?+ 5, Q(x)=3x? 2x+1
(P Q)= @2x® x?+5) (Bx? 2x+1)=(2x3 x2+0x+5)+( x> 3% ( 2)x 1)=

=2 O3+ (1 32+ (O0+2x+ (B 1)=2x3 4%+ 2x+ 4
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2.2. Operaces polynomy 15

2.2.6 De nice Nasobenipolynomu eislem:Nech» P(x) = anx" +  + a;x + ag je polynom, (realné) eislo.
-nasobkempolynomu P (x) nazvemepolynom ( P)(x) de novany

X .
( P)¥)= ax"+ + ax+ a= ( a)X
i=0
2.2.7 Pgiklad P(x) = 2x3 x2+5
B P)(x)=3 (2x> x?+5)=(3 2x3+ (3 ( 1)x*+ (3 5)=6x> 3Kx2+ 15

2.2.8 Pozorovani Pro jakékoli polynomy P; Q a jakakoli (realna) eisla ;  plati

1. ( P)=( ) P.

2.( + ) P= P+
3. (P+Q= P+ Q
4.1 P=P.
5.0 P=0.
Dukaz. Ned»
X ) X .
Px)= ax'; Qx)=  hbx';
i=0 i=0

pokud byl jeden z nich pkrattiy, doplnili jsme jej nulovymi koe cienty.

1. Néasobenirealnych eiselje asciativni, proto

( C PYx)=  ((Ca) x= ( )a) x=() ax'=( ) P(x)
i=0 i=0 i=0
2. Nasobkeni realnych éiselje distributivni vzhledem ke séitani, proto
C+)P)x= ((+)a)x'= ( a+ a)x= ( a)x+ (a&ax=(P+ P)xX:
i=0 i=0 i=0 i=0

3. Opit vyu¥ijemedistributivit y nasokeni realnychch éiselvzhledem ke seitani

C P+Q))= ( (@+b)x'= ( a+ h)yx'= ( a)x+ ( b)x=(P+ Q)

i=0 i=0 i=0 i=0

4. Eislo 1 je neutralni vzhledemk nasokeni, proto

X .X .
@ P)x)= (@ a)x= a x=Px):
i=0 i=0

5. Souéinjakéhololi realnéhoéislas nulou je roven nule, proto

X X .
O P)x)= (0 &) x'= 0 x'=0(x):
i=0 i=0
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16 Kapitola 2. Polynomy

2.2.9 De nice Souein polynomu: Nedch» P(x) = apx" + + aiX + aga Q(x) = by x™ + + byx + by jsou
polynomy. Polo¥smea; = Oproi = n+ 1;:::;;n+ mahb = Oproi = m+ 1;:::;m+ n. Souéinempolynomu
P (x) a Q(x) nazvemepolynom (P Q)(x) de novany

X
(P Q)(X) = cnsnx™ "+  +cex+c= G X;
i=0
kdeprok=0;1;2;:::;m+ n je
Xk
G = Aol + ash 1+ t+a i+ abp= ab i
i=0
2.2.10 Pgiklad P(x) = 2x?+ 5; Q(x)=x 2
(P Q)(x)=(2x?+5) (x 2)= 2x3+5x)+ ( 4x*> 10)= 2x> 4x®+5x 10

To odpovida i vzorci pro koe cienty ¢, které jsou uvedery v de nici, nebo»
P(X) = 0x3+ 2x2+ 0x+ 5, Q(x) = 0x3+ Ox2+ x 2atedy

o = 5(2 = 10
o = 5140 (2 = 5
c = 50+01+2 (2 = 4
GG = 50+00+21+0( 2 = 2

2.2.11 Pozorovani Vlastnosti nasokeni polynomu
1. Nasobheni polynomu je komutativni, tedy pro ka¥udélva polynomy P; Q plati, %eP Q= Q P.
2. Nasobeni polynomu je ascciativni, tedy pro ka¥dégi polynomy P; Q; R plati, %P Q) R=P (Q R).

3. Polynom E(x) = 1 (konstantni jedniéka) je neutralni vzhledemk nésoteni, tedy pro jakykoli polynom P
plati, %P E =P =E P.

4. Néasobeni polynomu je distributivni vzhledem ke seitani, to znamend, ¥%epro ka¥sdéai polynomy P; Q; R
plati, ¥%e
@ P (Q+R)=P Q+P R
(b) (P+Q) R=P R+Q R
Dukaz. Opit budemevyu¥siat znamych vlastnosti operaci s realnymi éisly.
1. Mijme polynomy
X , x ,
P(X)= ax a Q(x)=  hbx
i=0 i=0

oznaéme
S=P Q a T=Q P;

potom plati
Sk = aoh +aib 1+ + a1+ Ak = ha + baw 1+ + b 1@+ baao =t
pro viechnak = 0;1;2;:::;m + n.
2. Mijme polynomy

P(x) = ax'; Qx)= bhx' a R(X)= gx':
i=0 i=0 i=0
oznaéme

U=P Q V=QR; S=(P Q R=UR a T=P (Q R)=P V;
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potom plati
Up = ah +ailh 1+ +3a 1b+ ahy;

Vi = oG +big 1+ + b it bhoo
a tedy
Sk = UoCk + U1Ck 1+  + UkCo = aolnCk + (aoly + asbo)ck 1+ + (aobc + ash 1+ + aho)co =
= ap(loCc + mcc 1+ + b))+ ar(lpc 1+ + b aC)+ +ahoCo = agvit @k 1+ +akVo = tk
pro viechnak = 0;1;2;:::;m+ n+ p.
3. Dukaz je zgejny, nebo» éislo1 je neutralni vuéi nasokeni redlnych éisel.
4. Diky komutativiti nasokeni polynomu staéi dokazat jen jednu rovnost. Mijme polynomy
Px)= ax'; Qx)= bx' a Rx)=  ¢x';
i=0 i=0 i=0
které jsme opit doplnili na potgebnoudélku, a oznaéme
S=P (Q+R) a T=(P Q+ (P R);
potom plati

Sk = ao(b + a) +ar(lbx 1+ c 1)+  +a 1(br+cr)+ a(bp+ ¢) =

= agh¢ + agtk + aghe 1+ @0 1+ + Ak b+ ak 10+ aklp + acp =
= (aohc + ath 1+  + a 1by + aklp) + (Ao + arc 1+ + ak 101+ aCo) = tk;
pro viechnak = 0;1;2;:::;m+ n.

2.2.12 Poznamk a S operaci nasobkeni polynomy netvogigrupu, proto¥eneni splnina podminka existencein-
versnich prvku. Takovouto algebraidkou strukturu nazyvame pologrupa Mno%zinapolynomu s obvyklym naso-
benim tedy tvogikomutativni pologrupu.

Na mno¥ini polynomu jsme de novali dvi binarni operace, seitani a nasobeni. Jsou spolu spojeny distri-
butivnimi zakony. Ale mno¥inapolynomu s timito dvima operaceminetvogitileso, proto¥eopit neni splnina
podminka existenceinversnid prvku. Takovéto algebraidké struktuge gikdme okruh. Mno¥inapolynomu s ob-
vyklym séitanim a nasobenim tedy tvogikomutativni okruh.

2.2.13 Pozorovani Pro polynomy P;Q plati:
1. st(P + Q) maxfstP;stQg:
2. st( P)=stP pro 60 st0O P)= 1.
3. st(P Q) = stP + stQ; pokud jsou oba polynomy nerulové, v opaénémpgipadi je stupeo roven 1.

Dukaz. Tvrzeni je (snad) zgejmé. o

2.2.14 Vita Dileni polynomu se zbytkem: Ke ka¥sdymdvima polynomum P a Q, kde polynom Q je nerulovy,
existuji polynomy Y a Z takové, %.e

P=Y Q+Z a stZ < stQ:

Tyto polynomy jsou ureery jednoznaéni.
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18 Kapitola 2. Polynomy

Dukaz. Doka¥semeaejprve jednoznaenostpolynomu Y (éasteery podil) aZ (zbytek). Dukaz provadimesporem,
to znamena, ¥ebudeme pgedpkladat, ¥%seexistuji dvi ruzné dvojice polynomu s po¥.adeanymi vlastnostmi.
Tedy pgedmkladame, ¥seexistuji polynomy Yi;Ys;Z1;Z, takové, %e Y1 6 Yo nebo Z;6 Z, a

stZ; < stQ; stZ, < stQ a P=Y, Q+Z;; P=Y, Q+ Z,

Plati
P=YL Q+Z1=Y, Q+ Zy;

po Upravi dostaneme
Y1 Y2) Q=2 Z,

Podle pozorovani 2.2.13je
st((Yr Y2) Q)= st(Yr VYz)+stQ stQ; pokud Y6 Yy

naproti tomu
st(Z, Z1) < stQ:

Z rovnosti polynomu ale podle de nice 2.1.4 musi platit
st((Yr  Y2) Q)= st(Zz Zi);

To je ovtem spor.
Musi tedy platit, 34€Y; = Y,: Potom

Z, Zi1=(Y1 Y2) Q=0 Q=0; co¥znamend,¥%e Z; = Z,

A tim se dostavame znovu ke sporu, tentokrat s pgedmkladem, %.eY; 6 Y, nebo Z; 6 Z,: Plati tedy, %e
easteeny podil i zbytek jsou uréery jednoznaeni.

Existenci doka¥semeéndukci podle stupni polynomu P(x). Nech»n = stP am = stQ,

X , X ,
P(x) = ax' a Q(x)= bhx':
i=1 i=1
1. Pokud je polynom P (x) nulovy, je zgejmi Y(x) = 0 a Z(x) = 0. Pokud je polynom P(x) konstantni,
potom v pgipadi, ¥eQ(x je také konstartni, je Y (x) = z—g azZ(x)=0,v pgipadi, ¥%etQ 1,jeY(x)=0
aZzZ(x) = ap.

2. Nyni dokad¥.eméndukeni krok. Pgedmkladame, ¥etvrzeni plati pro viechna k < n a doka¥seme¥advrzeni
pak plati i pro n. Rozlitime dva pgipady
(@) Pokudjen< m, je zaejmiY = OaZ = P.
(b) Pokudjen m, polo¥ime

an
R(x)= — x" M
(x) b
ZgejmiP = S+ R Q. Proto%est S < n, mu¥emearyuaitindukéni pgedmklad. Existuji tedy polynomy
T a Z takové, %e

a S(x)=(P R Q)x):

stZ<stQ a S=T Q+ Z:

Dosadime-lido pgedboziho vztahu, je
P=S+R Q=T Q+Z+R Q=(T+R) Q+Z=Y Q+Z;

polo¥ime-llY = T + R. Tim je tvrzeni dokazéno.
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2.2. Operaces polynomy 19

2.2.15 Existenci polynomu z pgedbozi vity mu¥emeaké dokdzat pomoci algoritmu pro dileni polynomu,
ktery sitei popiteme.Mijme polynomy

X . X .
P(x) = ax' a Q(x)= bhx' aned» stP=n; stQ=m O
i=0 i=0
1. Polo¥%imeYy = 0,Z = P, k= stZ stQ aoznaeimea koe cient u nejvyti mocniny polynomu Z.

2. Pokudk 0, polo¥%ime c=a=h,; Y=Y+cxk; Z=2Z oxk Q k=stZ stQ aoznaéime
opit a koe cient u nejvyti mocniny polynomu Z. Opakujeme, dokud je spinina podminka.

3. Pokud k < 0, vypoéet ukonéime.

Pokud n < m, zastavi sealgoritmus hned po prvnim kroku, proto¥sek < 0. Budetedy Y = O aZ = P. Pokud
n  m, sni%ise pgi ka¥adémpruchodu stuped polynomu Z a tedy i k. Tim mame zaruéeno,¥.ese vypoeet po
koneeni mnohakrocich zastavi. Zaroveov ka¥adénkroku plati, %P = Y Q+ Z.V okam3%sikuukoneenivypoétu
je k< 0,tedy stZ < stQ.

2.2.16 Pgiklad Vydilte (sezbytkem) polynom P (x) polynomem Q(x), jestli¥e

P(x)=2+x*+3x%*+x 2 a Q(X)=x?+2x+ 1L

1. Nejprve polo¥ime Y(x)=0; Z(x)= P(x)= 2x>+ x*+ 3x?+ x 2, k=stZ stQ=3 a= 2.
2. Proto¥%ek 0, polo%imec= 2; Y(x)= 2x%; Z(x)= 3x* 2x°+3x%?+x 2 k=2 a= 3.
3. Proto%ek 0, polo%imee= 3; Y(x)=2x3 3x%, Z(X)=4x3+6x2+x 2, k=1 a=4.

4. Proto%ek 0, polo¥imec= 4; Y(x)=2x3 3x?+4x; Z(x)= 2x?2 3 2, k=0, a= 2
5. Proto¥sek 0, polo%imec= 2, Y(x)=2x3 3x2+4x 2, Z(X)=x; k= 1, a=1.

6. Proto¥sek < 0, vypoeet ukoneime.

Plati tedy, %.e
2%+ x*+ 3%+ x 2= (2x3 3%+ 4x 2) (X®+ 2x+ 1)+ X

Postup dileni obvykle zapisujemezpusobem, ktery znate z mladtiho tkolniho viku, kdy jste sezbytkem dilili

pgirozenaéisla. Do prvniho gadkunapitemeP (x) : Q(x) a za rovnitk o napiteme podil éleni s nejvytimi moc-
ninami (tedy to, co jsme oznagili cx¥). Pak potaebujemeod polynomu P (x odeéistcxk Q(x). Pod polynom
P (x) do druhého gadkuproto napitemecx Q(x) s opaérymi znaménky Podtrhneme a odeéteme.Opit vydi-
lime élery s nejvy'imi mocninami, vynasobimea odeétemea stejni postupujemei déale. Ve bude jisti jasné
z nasledujicihozéapisu.

(x5 + x4 + 3+ X 2) © (X*+2x+1) = 2x* 3HX°+4x 2
2x° 4x4 2x3
3x4 2x3 +  3HX? o+ X 2

X4 + 6x3 + 3x2

Ix3  + 6x2 + X 2
4x3 8x2 4%
2x2 3x 2

X2+ 4x + 2

X

V daltich pgikladeth u¥.budeme jen zapisovat postup dileni (nebudeme rozepisorat jednotlivé kroky podle
popsanéhoalgoritmu).
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2.2.17 Pgiklady Polynomy vydilte sezbytkem.

1.
(x5 + 2x* + x2 + 07X 4x 3) (x2+2x 1) = x3+2x+3
x5 x4 + x3
2x3 + 7x2 4x 3
2x3 4x2 2X
3x2 6x 3
3x2 6x + 3
0

Zbytek je nulovy, gikame, ¥epolynom x° + 2x* + x3 + 7x? + 4x

bezezbytku. Plati

X%+ 24 + x5 + Tx? + 4x

3= (x3+ 2x+3) (xX2+2x 1)

3 je polynomem x? + 2x

1 diliteln y

2.
(Bx5 +  4x4 2x3 2x2 + 3) (x3 2x+1) = 3X?’+4x+4
3x5 +  6x3 3x2
44+ 4x8 5x2 + 3
4x4 +  8x? 4x

4x3 + 3x? 4 + 3

4x3 8x 4

3x2 4x 1

Plati tedy, %.e
3%+ 4x* 2x3 22+ 3= B2+ 4x+4) (X X+ D)+ 3P+ 4x 1
3.
(x> + 4x* 2x3 2x2 +  3) (Bx%+ 4x+4) = x3 2x+2
3x° 4x4 4x3
6x3 2x2 + 3
6x3 +  8x? 8x

Bx? 8 + 3

6x3 8x 8

5

Plati tedy, %.e
X%+ 4xt 2x* 22+ 3= (x> 2x+1) 3x?+ 4x+4) 5

Z druhého a tgetiho pgikladuje patrné, ¥ezale¥sha tom, kterym polynomem dilime. Zbytek ma mit toti% ni¥ati
stuped ne¥dilenec (nikoli ne¥podil), proto kdy¥dilime popaéniy mu¥semadilit déle.

2.3 Hornero vo schema

Hornerovo schema umo¥.dije spoeitat hodnotu polynomu pro nijak é (realné) eislos minimalnim poéetem naso-

beni. Zbyteéné nasokeni toti¥%avedek éasawym ztratdm a zatidaujetaké vysledekvitti chybou. Nejprve zapiteme

polynom tro chu jinym zpusobem. Plati toti¥

+ 2 — n 1 n 2
X"+ aix+ a = (X" "+ ay X"+

P(x) = anx" + ay 1x" '+ + aX+ a;) X+ag=
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= ((anx" 2+ a, 1xX" 3+  +ay) x+a) x+ta= = ( (anx+a, )X+ +ay)x+ a))x+ ap

Méame spoeitat hodnotu polynomu P (x) v bodi xq. Podle pgedboziho zapisu je

P(xo) = (( (anXo+ @n 1)Xo+  az)Xo+ a1)Xo + ao:

Polo¥sme

by = an

bh 1 = biXo+an 1 = apXot an 1

bh 2 = by 1Xo+tan 2 = (@nXo+ & 1)Xo+ @ 2

b = bxot+t & = ( ((anxo+ an 1)Xo+ an 2)Xo+ + ax)Xo+ &

o = biXo+ ag = (( ((anxo* an 1)Xo+ an 2)Xo+  + a@x)Xo+ ai)Xo+ ao
Zgejmi

P(Xo) = bo:
Také plati, e
PO) = (x Xxo)(bax" “+1n 1x™ 2+ + bpx+ by) + by;

co¥mu¥semepvigit roznasokenim.

Hornero vo schema je tabulka, ktera ma tgi gadky V prvnim gadkujsou zapsary koe cienty polynomu
P (x) (véetni nulovych). Do tgetiho gadkubudeme postupni zapisovat koe cienty b, nejprve b, = a,, potom
v¥dy&y tak, ¥senejprve do druhého gadkuzapilemebi.1 X a potom seétemeeislav prvnim a druhém gadku.
Koe cient b je roventomuto souétu. Schematedy vypada takto

dn an 1 Ay 2 il ap a do
Xo bhXxo bn 1Xo i beXo IpXo bixo
b b2 by 2 i b by o

2.3.1 Pgiklad U®%itim Hornerova schematu spoétite hodnotu polynomu P(x) = 3x* 2x?> 5x + 1 pro &islo
Xo = 2.
30 2 5 1
2 6 12 20 30

3 6 10 15
Tedy P(2) = 31 ataké plati, %eP(x) = 3x* 2x? 5x+ 1= (x 2) (3x®+ 6x?+ 10x + 15)+ 3L

2.3.2 Pgiklad U%itim Hornerova schematu spoétite hodnotu polynomu P(x) = 3x* 2x? 5x + 1 pro éislo
Xo= 2.
3 0 2 5 1
2 6 12 20 50

3 6 10 25
Tedy P( 2)= 5lataképlati, %eP(x) = 3x* 2x2 5x+ 1= (x+2) (3x> 6x?+ 10x 25)+ 5L

2.4 Kogeny polynom u

V této easti musime pojem polynomu rozligit na komplexni polynom. Budeme se nadéle zajimat pgedeviim
0 polynomy realné, ale z duvodu, které ji%byly uvedery na zaéatku kapitoly (realny polynom mu%semit pouze
komplexni kogery), sena ni budemedivat jako na polynomy komplexni. To Ize, proto¥.eka¥sdéedalné éislo je
také eislemkomplexnim (s nulovou imaginarni éasti).

2.4.1 Denice Nedw» P(x) je nenulovy (komplexni) polynom. @ekneme, ¥%ekomplexni éislo  je kogenem
polynomu P, jestli3seP( ) = O.
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2.4.2 Vita Komplexni eislo je kogenempolynomu P (x) pravi tehdy, kdy3je polynom P (x) beze zbytku
diliteln y polynomem (x ):

Dukaz. Tvrzeni je vetvaru ekvivalence,musime proto dokazat dvi implik ace.

1. Nejprve ukd¥seme¥sgpokud je  kogenenP (x), je polynom P (x) bezezbytku diliteln y polynomem(x ),
tj. existuje polynom Y (x) takovy, %eP(x) = Y(x) (x ).

Podle vity 2.2.14existuji polynomy Y (x) a Z(x), takove, %e
stZ(x) < st(x ) a plati P(x) = Y(X) (X )+ Z(X):

Polynom (x ) je stupni 1, proto Z je konstantni polynom. Mu¥%emepsat Z (x) = c pro nijak &€ komplexni
eisloc. Plati tedy
P(X)=Y(X) (x )+ ¢

Proto¥se je kogenenmpolynomu P (x), musi byt P( ) = 0. Dosadime-lido pgedtoziho vztahu, mame
0=P()=Y() ( )+c=Y() O+c; tedy c=0:
Zbytek je nulovy, to znamend,¥epolynom P (x) je bezezbytku diliteln y polynomem (x ).

2. Doka¥eme¥aepokud je P(x) bezezbytku diliteln y polynomem (x ), je  kogenenpolynomu P (x).
To, ¥%ege P (x) bezezbytku diliteln y polynomem (x ), znamena, ¥seexistuje polynom Y (x) takovy, %e
P(X)=Y(X) (x ). Spoeitejme hodnotu polynomu P (x) pro x =

P()Y=Y() ( )=Y() 0=0; toznamena,¥e je kogenenpolynomu P(x):

Mu¥sese stat, ¥%e je také kogenempolynomu Y (x) z dukazu pgedtiozi vity. To znamend,¥e polynom Y (x)
je bezezbhytku diliteln y polynomem (x ) a polynom P (x) je bezezbytku diliteln y (x )2. Tento postup
mu¥emeopakovat. Tim se dostavame k pojmu vicenasobnykogn. D& se gici, ¥.enasobnostkogene je éislo,
které udava, kolikrat jsme takto bezezbytku mohli dilit.

2.4.3 Denice @ekneme,¥gkomplexni) eislo je k-nasobnymko@nem polynomu P (x), jestli%ek je nejvitti
pgirozenééislotakové, %.eP (x) je bezezbytku diliteln y polynomem (x )k,

2.4.4 Poznamk a Tato de nice vyhovuje i pgipadu,kdy dané éisloneni kogenenpolynomu, je toti¥%s0-nasobnym
ko@nem Misto o jednonasobnémkognu mluvime vittinou o jednoduchémko@nu.

2.4.5 Pozorovani (Komplexni) eislo je k-nasobnymkognem polynomu P(x) pravi tehdy, kdy3sexistuje
polynom Q(x) takovy, %eP (x) = Q(x) (X YkaQ( )6 0.

Dukaz. Je to jen pgeformulovani de nice, kde slovo nejvitli je nahra¥enwmpisem, ¥evickrat u3adilit nelze,
nebo» neni kogenenpodilu. -

2.4.6 Vita Zakladni vita algebry: Ka¥ady(komplexni) polynom alespo prvniho stupni mé alespoo jeden
(komplexni) kogen.

Tuto vitu uvadime bez dukazu.! Pgipadry zajemceho naleznetgebav [?, str. 221{223].

2.4.7 Dusledek Nenulovy polynom n-tého stupni ma pravi n koge, poeitame-li ka¥sdykogentolikrat, kolik
je jeho nasobnost.

10 dukaz tohoto tvrzeni se pokoulelo vicero matematikl. Koneény diukaz byvéa pgipisovan Gaussovi, ale niktegi tvrdi, ¥sevitu
dokazal ji¥ad'Alem bert. Dnes je mo¥%nonajit nik olik variant dukazu, ale vitlinou jsou tgeba hlub®i znalosti z matematic ké analyzy
(duk az neni algebraicky).

1. gijna 2007 22 Anna Kalousova: Uvod do algebry



2.4. Kogery polynomu 23

Dukaz. Tvrzeni mu¥emegefornulovat tak, ¥estuped polynomu je roven souétu nasobnostiviech jeho kogem.

1. Pro n = Otvrzeni plati - takovy polynom zgejmi neméa ¥ads kogen.

2. Jestli¥age n 1, ma polynom P (x) alespo jedenkogen 1, jeho nasobnostoznaémek;. Podle pozorovani
2.4.5 musi existovat polynom Q;(x) takovy, %e

PX)=Qu(x) (x 1% a Qi( 1)80:
Oznaémen; stupeo polynomu Q:. Zgejminy = n  kj.

(@) Pokud n; = 0, je n = k; a P(x) ma jedenn-nasobry kogen.Tedy tvrzeni plati.

(b) Pokud n; 1, ma polynom Q;(x) alespo jeden kogen , nasobnostik,. Existuje tedy polynom
Q2(x) takovy, e
Qu(x) = Q2(x) (x 2)** a Q 2)8 0

To znamena, e

P(x)= Qi(x) (x 1)=0Qxx) (x 2% (x 1

Oznaémen; stuped Q.. Zgejmin, = n; ky=n (kg + k).

Pokraéujemestejnym zpusobem dale. Po koneéni mnoha krocich (tento poéet oznaéimes) dojde k tomu, e
ng = 0,tedy 0=n (kg + kp + + ks). To znamena, ¥estuped polynomu P (x) (tedy n) je roven souétu
nasobnostijednotlivych kogemi (k; + ko +  + Kkg). Tvrzeni je timto dokazano. -

2.4.8 Z dukazu pgedtozivity také plyne, ¥egpolynom P (x) mu¥.emeapsat ve tvaru
P(X)=Qs() (x of (x 2 (x )4

kde 1;:::; s jsou kogely tohoto polynomu a ki;:::;ks jejich nasobnosti. Stupeo polynomu Qs(x) je nula,
jedna se o konstartni polynom. Zgejmi Qs(Xx) = a,. Plati tedy

P(x) =an (x s)kS (x 2)k2 (x 1)k1
Tomuto zapisu se gila rozklad polynomu na souéin kog@novychéinitelu (resp. kognovych polynomu).

2.4.9 Pgiklady Pro ilustraci uvedemedva modelové pgiklady na rozklad polynomu na souéin kogeneych
einitelu. Vyu%sijemev nich znalosti ze stgednitkoly - getenikvadratickych rovnic.

1. P(x) = x* 5x2+ 4

Hledame-li kogery polynomu P(x), gelimevlastni polynomialni rovnici P(x) = 0. V nalem pgipadi mu-
Ysemeprovést substituci y = x?, éim¥ziskame kvadratickou rovnici. Tu ji¥aumime vygelit.

y> 5y+4 = 0
yo = 4
y2 = 1

Zbyva jelti vygelit rovnici x2 = y pro obi hodnoty y. Ale to u¥je snadné.

x2= 4 tedy X1=2; Xo= 2

2 _

x“=1, tedy x3=1 x4= 1

Rozklad na souéinkogeneych einitelu je

P(x) = x* 5x2+ 4= (x 2)(x+2)(x 1)(x+ 1):
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2. P(x) = x* 3x? 4
Opit provédemesubstituci y = x?, ziskame kvadratickou rovnici a vygetimeji.
y> 3y 4

Y1

0
4
y2 1

Vygetimejelti rovnici x? = y pro obi hodnoty vy.
x?= 4 tedy X1=2, Xo= 2
x2= 1, tedy Xz=i; Xg= i
Rozklad na souéinkogeneych éinitelu je

P(x) = x* 5x2+4=(x 2)(x+2)(x i)(x+i):

¥sads nerulovy polynom. TedyR= O aP = Q. o

Dale sebudemezabyvat pouzerealnymi polynomy (pgesniji polynomy s realnymi koe cienty). Jak u¥bylo uve-
deno, takovy polynom nemusi mit ¥%adnéedlnékogeny. A jak vypadaji jeho komplexni kogey? U kvadratického
polynomu jsou takové kogery komplexni sdru¥enéisla. O tom, co plati pro polynomy vy!tich stupou, mluvi
nasledujicivita.

2.4.11 Vita Ned» P(x) je polynom s realnymi koe cienty a komplexni éisloa + bi; b6 0 je jeho k-nasobry
kogen.Pak také komplexni sdru¥ené&isloa bi; je k-nasobnym kogenernpolynomu P (x).

Dukaz. Proto¥eplati P(7) = P( ), je

P(a bi)= P(a+ bi)=P(a+ bi)=0=0:
Tedy pokud je a+ bi kogenenpolynomu P (x), je takéa bi kogenentohoto polynomu. Podle vity 2.4.2 musi
byt P(x) bezezbytku diliteln y polynomem(x (a+ bi)) ataképolynomem(x (a bi)), tedy i jejich souéinem.
To znamena, ¥aeexistuje polynom Q(x) takovy, e

P(x) = Q(X) (x (a+bi))(x (a bi)=Q(x) (x* 2ax+ a+ bP):

Proto¥epolynomy P(x) i (x?2 2ax + a? + b?) maji realné koe cienty, ma realné koe cienty také polynom
Q(x). Pokud je a+ bi vicenasobrym kogenenpolynomu P (x), je také kogenenpolynomu Q(x). Potom a bi je
kogenemQ(x) a tedy alespoo dvojnasobnym kogenen (x). Analogicky postupujemedale. Pokud tedy je a+ bi
k-nasobrym kogenermP (x), je také a bi; k-nasobrym kogenentohoto polynomu. -

2.4.12 Dusledek Realny polynom lichého stupni ma v¥%dyaspoo jeden redlny kogen.

Dukaz. Souéetnasobnostikomplexnich kogen je v¥dysudéeislo.Je-li polynom lichého stupni, musi mit aspoo
jeden reélny kogen. -,

Vita 2.4.11nam umo%sdije rozlo¥sitredlny polynom na souéintzv. ireducibilnich realnych polynomu Ireducibilni
znamenanerozlo¥itely. Co to znamenav pgipadi polynomu, popisuje nasledujici de nice.
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2.4.13 De nice Ireducibilni polynom s koe cienty v tilese T je takovy polynom, ktery se neda zapsat jako
souéindvou polynomu alespo prvniho stupni skoe cienty v tilese T. Ireducibilni redlny polynom je tedy takovy
(reélny) polynom, ktery senedazapsatjako soueindvou realnych polynomu alespoo prvniho stupni.

2.4.14 Tvrzeni Ireducibilni realnépolynomy jsou pouzepolynomy prvniho stupni atakové polynomy druhého
stupni, které maji jen komplexni kogery.

Dukaz. Tyto dva typy polynomu jsou zjevni ireducibilni. Zbyvéa ukazat, ¥e¥sads jiny polynom ireducibilni
neni.

Pokud mé nijaky polynom alespo druhého stupni nijaky redlny kogen , da se podle vity 2.4.2 napsat
jako Q(x) (x ); kde Q(x) je aspoo prvniho stupni. Neni tedy ireducibilni.

Zbyva ukazat, ¥enejsou ireducibilni ani polynomy vy!iiho ne¥druhého stupni, které maji jen komplexni
kogery. Pokud ma takovy polynom komplexni kogena + bi, ma také kogena bi a je bezezbytku diliteln y
polynomem (x? 2ax+ a?+ 7). Da sezapsatvetvaru Q(x) (x?> 2ax+ a?+ I?), kde Q(x) je realny polynom
aspoo prvniho stupni, a neni proto ireducibilni. -

2.4.15 Ka¥.dypolynom s redlnymi koe cienty mu¥semeozlo¥sitna souein ireducibilnich realnych polynomu, to
Znamenazapsatve tvaru

P(x)=an(x 1) (x )% Z+px+aq)t 6+ px+aq);

polynomu odpovidajicich v¥dydvima komplexni sdru¥sepm kogerim.

2.4.16 Pgiklady Uva¥ujmepolynomy z pgikladu2.4.9.

1. Polynom P (x) ma pouzeredalnékogely, proto rozklad na souéinireducibilnich realnych polynomu je stejny
jako rozklad na soueinkogeneych einitelu.

P(x) = x* 5x2+ 4= (x 2)(x+2)(x 1)(x+ 1):
2. Polynom P(x) ma dva komplexni kogery i a i. Vynasobenim odpovidajicich kogeneych polynomu
ziskdme
(x i) (x+i)=x%+1
Proto rozklad na souéinireducibilnich realnych polynomu je
P(x) = x* 5x2+4=(x 2)(x+ 2)(x%>+ 1):
V nikteryc h pgipadetb mu¥semaijaky komplexni kogenznat. Podle vity 2.4.11potom znamei dal'i kogen,

toti%komplexni sdru¥enéislo.Polynom pak musibyt bezezbytku diliteln y souéinemodpovidajicich kogeneych
polynomu. Po vydileni ziskime polynom ni%stihostupni.

2.4.17 Pgiklady Nasledujici polynomy rozlo¥stena souéinireducibilnich realnych polynomu.

1.
P(x) = x® 4x* 8x®+ 4x?+ 16x+ 16 ajehokogenemje éislo = 1+

Podle vity 2.4.11vime, ¥.etaké éislo 1 i je kogenentohoto polynomu. Proto mu¥emepolynom P (x)
vydilit souéinemodpovidajicich kogeneych polynomu, tedy polynomem

(x+1 i)(x+1+i)=x%2+2x+ 2
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(x® 4x4 83 +  4x? + 16x + 16) : (X?+ 2x+ 2)=

= x* 23 22+ 8
2x5 6x*4 8x3

2x4 43+ 4x?
x4+ a3+ 4x?

82 + 16x + 16
8x2 16x 16
0

Musimejelti rozlo¥itpolynom x* 2x3 2x2+ 8. Mo¥nabyly ty komplexni kogery vicenasobnéZkusme
tento polynom znovu vydilit polynomem x? + 2x + 2.

(x4 2x3 2x2 + 8) @ (X°+22x+2)=x% 4x+4
x4 2x3 2x2
4x3 4x2 + 8

43+ 8x%2 + 8x

4x2 + 8 + 8
4x2 8x 8
0

Zbyva jelti rozlo¥itpolynom x?  4x + 4, ale ten u¥je kvadraticky, tak¥eho rozlo%imesnadno. Zgejmi
X2 4x+ 4= (x 2)%
Rozklad polynomu P (x) na souéinireducibilnich realnych polynomu je

x5 ax* 8x3+ Ax?+ 16x+ 16= (X2 + 2x+ 2)? (x  2)%

P(x) = x5 5x*+ 12® 4x2 8x+ 12 ajehokogenenje éislo = 1+ i

Opit polynom P(x) vydilime souéinemkogeneych polynomu, které odpovidaji kogemm 1+ i al i,
tedy polynomem

(x 1 i)(x 1+i)=x%? 2x+2

(x8 5x4 + 128 4x2 8 + 12) : (X2 2+ 2)=
x8 + 2x° 2x4
= x4+ 23 32+ 2x+6
2x5 >t o+ 123
2x°  + 4x4 4x3
X4+ 8x3 4x2
3x4 6x3 + 6x2
2x3 + 2x2 8x
2x3 + 4x2 4x
6x2 12x + 12
6x2 + 12X 12
0
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2.4. Kogery polynomu 27

Musimejelti rozlo¥itpolynom x*+ 2x3  3x?+ 2x + 6. Zkusmeho znovu vydilit polynomemx? 2x + 2.

(x* + 28 X% + 22X + 6) : (X2 2&Xx+2)=x’+4x+ 3
x4+ 2x3 2x2
4x3 5xZ2 + 2x
43 + 8x2 8x
3x2 6x + 6
X2 + 6x 6
0

Zbyva jelti rozlo¥itkvadraticky polynom x? + 4x + 3. Zgejmi
X2+ 4x+ 3= (x + 1)(x + 3):
Rozklad polynomu P (x) na soueinireducibilnich reélnych polynomu je

x8 Bx*+ 123 4x?  8x+ 12= (x2+ 2x+ 2)? (x+ 1) (x+ 3):

V matematice je éasto dule¥iiténajit kogery polynomu, pgipadni udilat rozklad polynomu na souein kogeno-
vych éi ireducibilnich realnych polynomu (vy se s tim setkate napg. pgi integraci racionalnich funkci, geteni
diferencialnich rovnic,. ..). Hledat kogely polynomu je vtak Uloha velmi obti¥%naa obecni se da gelit pouzepro

polynomy nejvyle 4. stupni. Pravdip odobni viichni umite gelit linearni a kvadratické rovnice. Niktegi mo%ana
znaji i tzv. Cardanovy vzorce pro vypoeet kogem polynomu tgetiho stupni, ei Upravy, které umo¥4aji hledat

kogery polynomu etvrtého stupni.

Gerolamo Cardano byl italsky matematik. Narodil sev Pavii roku 1501. Otec byl matematik, pgitel Leonarda da Vinci. Vystudo val
medicinu v Pavii av Padovi. Vinoval sematematice, pozdiji medicini v Milani a v Bologni, éasto cestoval. VVzorce, které nesoujeho
jméno, vymamil z jiného italsk ého matematik a Niccolo Fontany, geéenéhor artaglia (koktavy), kdy¥asezavézal slavnostni pgisahou,
Yseje nikdy nevyzradi. Nik olik let skuteeni dr¥%elslovo, ale kdy¥sse dozvidil, %eScipione dal Ferro (dalti italsky matematik) umil
nikteré rovnice tgetiho gadu gelit ji¥adaive, citil sezpro'tin své pgisaly. V knize Ars Magna (1545) tuto metodu pgedstavil. Tartaglia
mu nikdy neodpustil. Cardano se vinoval také astrologii a gika se, ¥ekdy¥ase nesplnila pgedpovii jeho smrti, spachal sebevra¥adu,
aby ji potvrdil.

@ada matematikd sev daltich stoletich pokoutela najit vzorce pro vypoéet kogen polynomu vytich gadu,ale
viechny znamé postupy selhdvaly. V 18. a poeatkem 19. stoleti se timto problémem zabyvali i Joseph Louis
Lagrange a Paolo Ru ni. Ten jako prvni ukazal, %etyto rovnice nejsou algebraicky gelitelné.Jeho elanek byl
uvegejninv malo zndmémeasopisea dukaz obsahoral chyby. A¥Niels Abel de nitivni  dokazal, ¥%epbecry vzorec
pro vypoeet kogen polynomu stupni vy!liho ne¥etygi neexistuje. Nikteré polynomidlni rovnice 5. a vytiho
stupni vlak algebraicky gelitIze. Na otazku, které to jsou, dal odpovii Evariste Galois.

Tak vidite, zrovna moc polynomialnich rovnic gelit neumime. Linearni, kvadratické, ... U rovnic tgetiho a
etvrtého stupni jsou vzorce sice znamy, ale jsou dost slo¥itéa také sev nich objevuji odmocniny ze zapornych
eiseli v pgipadeb, kdy ma rovnice pouze realna geleni.V nasledujicid odstavcich si ukd¥.emejak mudzeme
hledat kogery nikteryc h specialnich typu rovnic.

2.4.18 Pgigelenibinomickych rovnic mu¥semevyjit z Moivreovy vity. Pro rovnici

x" a=0; kde a2C
dostavame ge'eni
— + +
Xk = E?jaj COSTZk+i sinT2k ;o k=0;1;2::0n 1

pgieem¥uyu¥sidme zapisu eislaa v goniometrickém tvaru, tedy

a=jaj (cos +i sin ):
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28 Kapitola 2. Polynomy

2.4.19 Pgirozkladani binomickych polynomu mu¥emeryu¥siti nasledujicid vztahu:

x> a? = (x a)(x+a)

x2+a2 = (x a i)(x+a i)

x2 a® = (x a)(x?+ ax+ a?)

x3+ad = (x+a)(x? ax+ ad)

x4 a* = (x2 a?)(x?+a?) = (x a)x+ a)(x?+ a?)

x4+ at = (x?+a?)? 2x%a?= (x2+ 2ax+ a?) (x2  2ax+ a?)

x6 a® = (x3 a)(x®+a®)=(x a)(x?+ ax+ a?)(x+ a)(x® ax+ a?)

x8 a® = (x* aY)(x*+at) = (x a)(x+ a)(x?+ a?)(x?+ 2ax+ a?)(x? = 2ax+ ad)

2.4.20 Pgiklady Nasledujici polynomy rozlo%tena souéinkogen@ych éiniteltu a na souéinireducibilnich real-
nych polynomu.

1. P(x) = x* 16.
Kogery najdeme nejprve u%itim Moivreovy vit y, potom vyu¥sitim vztahu z pgedboziho odstavce.

(a) Nejprve rovnici upravime a pravou stranu napitemev goniometrickém tvaru
P(x)=x* 16=0; tedy x*= 16= 16 (cosO+ i sin0)

Jednotlivé kogely vypoetemepodle uvedenéhovzorce

Xo = 216 (cosO+ i sin0) = 2
X1 116 (cosZ-+i sinZ) = 2i
Xy = g 16 (cos4 +i sm“T) = 2
X = 16 (cos&-+i sin%) = 2i

Rozklad na souéinkogeneoych einitelu je tedy
x* 16= (x  2)(x  2)(x + 2)(x + 2i);
rozklad na souéinireducibilnich realnych polynomu je
x* 16= (x  2)(x + 2)(x% + 4):

Diky komutativiti a ascciativiti nasobeni polynomu je samozgejmipogadiéinitelu lib ovolné.
(b) Rozklad na soueinireducibilnich realnych polynomu je

x* 16=x* 2= (x2 2)(x®+ 22)= (x 2)(x + 2)(x% + 4);
rozklad na soueinkogeneoych éinitelu je
x* 16= (x  2)(x+ 2)(x 2)(x+ 2i)

2. P(x) = x*+ 8L
Kogery opit najdeme nejprve u%itim Moivreovy vity, potom vyu¥iitim vztahu z pgedtoziho odstavce.
(@) Nejprve rovnici upravime a pravou stranu napitemev goniometrickém tvaru
P(x)= x*+81=0; tedy x*= 81=81 (cos +i sin )

Jednotlivé kogely vypoéteme podle uvedenéhovzorce

Xo = 58_1(005 +i sing) = %H?’p—i
x; = 81 (cos¥-+i sind) = L2+ iii—f
X = 8l (cosS-+i sin3) = 2 jL2

_ Rgz 7 - F2 P2
X3 = 81 (cosi-+i sinf) = =5 1%5=
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2.4. Kogery polynomu 29

Rozklad na soueinkogenw@ych einitelu je tedy

!
3p 3p 3p
— i + - =
2 2 2

!
p 3p

NI
NI
NI
Nl

3

4 — H 1 S
X"+ 81l= X i X |2 > > >

rozklad na souéinireducibilnich realnych polynomu je
x*+81= (x2+ 3p§x+ 9) (x? 3p§x+ 9):

Diky komutativiti a ascciativiti  nasobeni polynomu je samozgejmipogadiéinitelu lib ovolné.
(b) Rozklad na souéinireducibilnich realnych polynomu je

x*+81= x*+3* = (x2+3%)2 18x% = (x2+9+ 3 2x)(x%+9 3 2x) = (x%+ 3 2+ 9) (x2 3 2+ 9);

rozklad na souéinkogenwych éinitelu dostanemenapg.doplninim na étverec

° P73’ 91 ° P73’ 91
4481=2@ x+2 2 +ZIA @ e
X 81 X > > X > >
! ! ! !
= x+£§ i—3p§ x+_3p§+i—3p§ X —3p§ i& X iﬁ+i—3p§
- 2 2 2 2 2 2 2 2

Pgi hledani kogem polynomu s celceiselrymi koe cienty ndm mu¥epomoci nasledujici vita, kterd omezuje
mno¥.iti mo¥sich racionalnich kogemi polynomu.

2.4.21 Vita Nedwkoe cienty polynomu P(x) = a,x"+ + a;x+ ag jsou celaéisla,a, 6 0 a nech»racionalni
eislo % kde p a g jsou nesoudilna cela éisla, je kogenentohoto polynomu. Potom p dili ag a q dili a,.

Dukaz. Proto%e% je kogenenpolynomu P (x), musi platit

n n 1
Pg:ang"'anlg oy P

Po vynasobeni éislemq" dostanemerovnici

n 1

a p"+a, 1 p"tgr +a pq t+a q"=0

kterou pgepitemeve dvou tvared, aby byla nazornijti

g @ 1 p"t+ +a pq 2+a q
p(a p" t+an 1 p" 2 g+ +a q Y

an p"
a Q"

Odtud je patrné, ¥%eq dili a, p" atedy i a,, proto¥segislap a g jsou nesoudilna, ap dili ag q" atedy také ag.

2.4.22 Pgiklady Nasledujici polynomy rozlo%tena souéinkogeneych einitelu.
1. P(x) = x5+ 2x5 8x* 14x3+ 11x%2 + 28 + 12

Absolutni elenje 12,jehodilitelé jsoul; 1;2; 2;3; 3;4; 4;6; 6;12 12: Proto¥sekoe cient u nejvyi
mocniny je 1, jsou mo¥néacionalni kogery také tato éisla.Nyni mu¥emekoulet jedno po druhém, zda je
kogenenpolynomu P (x). Pou¥ijemepgitom Hornerovo schema, proto¥sepro nalezery kogen tim ziskame
také podil Q(x) = P(x) : (x ). Polynom Q(x) u¥ama ni¥4tistuped ne¥polynom P (x). Takto postupni
shi¥aujemestupeod polynomu, jeho¥kogery hledame, a¥sse (snad) dostanemek polynomu kvadratickému,
jeho¥kogery umime najit.
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30 Kapitola 2. Polynomy

Je vyhodné zaeéit s co nejmentimi eisly, proto¥sepoeitani s nimi je snadnijti. Pokud takto najdeme kogen,
sni¥%imestuped polynomu, éim¥ise poéitani usnadni. Pokud zvolené éislo neni kogenem,aspod se moc
nenadgemele také rozumné, kdy¥anijaky kogennajdeme, zkusit, zda nenivicenasobry. Tak¥eryzkoulime
nejprve eislo 1.

12 8 14 11 28 12
1 1 3 5 19 8 20

13 5 19 8 20 [32]

Proto%4eP (1) = 32, neni éislo1 kogenenpolynomu P (x). Zkusme éislo 1.

1 2 8 14 11 28 12
1 1 1 9 5 16 12

1 1 9 516 12 [0
P( 1)= 0, proto je éislo 1 kogenenpolynomu P (x) a plati, %e
P(x)= (x®+x* ox® 5x2+ 16x+ 12) (x + 1)

Nyni budeme hledat kogery polynomu x® + x4 9x3 5x? + 16x + 12. Nejprve vyzkoulime, jestli &islo
1 neni vicenasobiym kogenempolynomu P (x). Budeme ho pdosazwaty tak dlouho, dokud hodnota
polynomu nebuderuzna od nuly.

4 12

o ©

5 16 12
9

1 0 9 4 12 [0
1 1 8 12

1 1 8 12 |[0]
2 6

1 2 6 [18]

Eislo 1 tedy je trojnasobrym kogenerpolynomu P (x) a plati
P(x)= (x3 x%2 8+ 12) (x+ 1)%
Zbyva najit kogery polynomu x3 x2 8x + 12. Zkusme &islo2.

1 1 8 12

2 2 2 12
1 1 6 [0]
2 2

Eislo 2 je dvojnasobnym kogenemplati

3

x3 x? 8+ 12=(x 2)° (x+3):

Polynom P (x) ma tro jnasobny kogen 1, dvojnasobry kogen2 a jednoduchy kogen 3. Rozklad na souéin
kogeneych polynomu ma nasledujicitvar

P(x)= (x+1)% (x 2)? (x+ 3):
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2.4. Kogery polynomu 31

2. P(x) = x®+ 8x5+ 27x* + 50x® + 54x2 + 32 + 8:

Absolutni élenje 8, jeho dilitelé jsoul, 1;2; 2;4; 4;8; 8:Proto¥ekoe cient u nejvyli mocniny je 1,
jsou mo¥anéaciondlni kogery také tato éisla. Proto¥%seviechny koe cienty polynomu jsou kladné, nemi¥se
mit ¥ads kladny kogen(kdy¥sdosadimejakékoli kladné éislo,bude vysledekkladny). Budeme zkoulet jen
zaporna eéisla,tedy 1; 2; 4; 8:Pokud najdemenijaky kogen,ihned zjistime jeho nasobnost.Vyzkou-
ime nejprve éislo 1.
1 8 27 50 54 32 8
1 1 7 20 30 24 8

1 7 20 30 24 8 [0]
1 1 6 14 16 8

1 6 14 16 8 [0]
1 1 5 9 7

1 5 9 7 [1

Eislo 1 je dvojnasobrnym kogenenpolynomu P (x) a plati
P(x) = (x+ 1) (x*+ 6x3+ 14x* + 16x + 8):

Nyni zkusmeeislo 2.
1 6 14 16 8
2 2 8 12 8

1 4 6 4 [0]
2 4

1 2 2 |[o0]

Eislo 2 je dvojnasobrym kogenemplati

x4+ 6x3+ 14x% + 16x + 8= (X + 2)% (X®+ 2x + 2):
Polynom x? + 2x + 2 ma komplexnikogely 1+ia 1 i.Rozklad na souginkogeneych polynomi méa
nasledujicitvar

P(x)= (x+ 1)? (x+2)? (x+1 i) (x+1+i):
3. P(x)=2x> x* 23+ 5x%2+ 2x 2

Absolutni élenje 2, koe cient u nejvyti mocniny je 2. Mo¥né&acionalni kogely jsou éislal; 1;2; 2 %; %
Pokud najdeme nijaky kogen,ihned zjistime jeho nasobnost.Vyzkoulime nejprve eislo 1.

2 1 2 5 2 2
1 2 1 1 4 6

2 1 1 4 6 [4

Eislo 1 neni kogenemyyzkoutime &islo 1.
2 1 2 5 2

N

2 7 13 [-15]
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Eislo 1 je dvojnasobrym kogenenpolynomu P (x) a plati
P(x) = (x+ 1) (2x3 5x%+ 6x 2):

Nyni zkusmeéislo 2.

Eislo 2 neni kogenemyyzkoutime &islo 2.

Eislo 2 neni kogenemyyzkoutime éislo 1.

2 4 4 [0]

Eislo 1 je jednoduchym kogenempolynomu P(x), 2x? 4x+4=2 (x 1 i) (x 1+i).
Rozklad na soueinkogen@ych polynomu ma néasledujicitvar

P(x)=2 (x+ 1)? (x :—ZL) (x 1 i) (x 1+i)=(x+1)% 2x 1) (x 1 i) (x 1+i):

4. P(x)= x5 2x> 1%+ 13x? 2x 30 ajehokogenenje éislo = 1+ i

Nejprve polynom P (x) vydilime soueinemkogeneych polynomu, které odpovidaji kogenm 1+ial i,
tedy polynomemx? 2x + 2:

(x® 2x5 123+ 13x? 2X 30) : (X2 2x+2)=
x8 + 2x5 2x4
= x* 2x%2 16x 15
2x4 123 + 13x2
2x4 43 + 4x2
16x3 + 17x2 2X
16x3 322 + 3%
152 + 30x 30
15x2 30x  + 30

0

Musime jelti rozlo¥itpolynom x* 2x? 16x  15. Zkusme ho znovu vydilit polynomem x? 2x + 2,
abychom zjistili, jestli kogery, které zname, nebyly vicenasobné.

(x* 2x2 16x 15) : (x2 2x+2) = x°+2
x4+ 2x3 2x2
2x3 4x2 16x
23+ 4x? ax
20x 15
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Zbytek je nenulovy, kogery byly pouzejednoduché. Mo¥snaméa polynom nijak € racionalni kogery. Mohla
by to byt eislal; 1;3; 3;5; 5;15 15.Zkusimeeislol.

10 2 16 15
1 1 1 1 17

11 1 17 [-32]

Eislo 1 neni kogenemyyzkoutime &islo 1.

1 0 2 16 15

1 1 1 1 15
1 1 1 15 [0]
1 1 2 1

1 2 1 [-16]

Eislo 1 je jednoduchym kogenemyyzkoutime jelti &islo3.

Eislo 3 je také jednoduchym kogenempolynom x2 + 2x + 5 u¥ma jen komplexnikogey 1+2ia 1 2i.
Rozklad na souéinkogeneych polynomu ma nasledujicitvar

Px)=(x+1) (x 3) (x 1 i) (x 1+i) (x+1 2) (x+1+2):

2.4.23 Pgiklady Nasledujici polynomy rozlo¥stena souéinireducibilnich realnych polynomu.
1. P(x) = x® 5x*+ 6x3+ 6x%> 16x+ 8

Mo%¥unéracionalni kogery jsou 1; 1;2; 2;4; 4;8; 8.Postupni je vyzkoulime, zaénemeeislem1.

10 5 6 6 16 8
1 1 1 4 2 8 8
11 4 2 8 8 [0]
1 1 2 2 0 8
12 2 0 8 [0
1 1 3 1 1

13 1 19

Eislo 1 je dvojnasobnym kogenempolynomu P (x), zkusmeeéislo 1.

1 2 20 8
1 3 3

1 1 3 3 [5]

Eislo 1 neni kogenemyyzkoutime &islo2.
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2 2 8 12 24
14 6 12 [32]

Eislo 2 neni kogenemyyzkoutime &islo 2.

2 2 0 4 8
1 0 2 4 [0

2 2 4 4
1 2 2 [0]

Eislo 2 je dvojnasobrym kogenem,polynom x?  2x + 2 u¥ama jen komplexni kogew, je ireducibilni.
Rozklad na souéinireducibilnich realnych polynomu ma tvar

P(x) = x® 5x*+ 6x3+6x? 16x+ 8= (x 1) (x+2)? (x2 2x+ 2):

2. P(x)= 2x8 3x®+ 2x4+ 10x3 182 31x 10
Absolutni elenje 10, koe cient u nejvy*i mocniny je 2. Mo¥znéracionalni kogely jsou eisla

L, 1'5; 5;5' §;10; 10:

1 12 2;5, > > 3

Vyzkoutime nejprve eislo 1.

2 3 2 10 18 31 10

1 2 1 1 11 7 38
2 1 111 7 38 [-48]

Eislo 1 neni kogenemyyzkoulime &islo 1.

2 31 10
1 2 5 7 3 21 10

w
N
=
o
=
(o]

2 5 7 3 21 10 [o0]
1 2 7 14 11 10

2 7 14 11 10 [0]
1 2 9 23 34

2 9 23 34 |24

Eislo 1 je dvojnasobnym kogenenpolynomu P (x), vyzkoulime &islo2.

2 7 14 11 10

2 4 6 16 10
2 3 8 5 [0
2 4 2 20
2 1 10
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Eislo 2 je jednoduchym kogenemyyzkoutime éislo 2.

2 3 8 5
2 4 14 44

2 7 22 [-39

Eislo 2 neni kogenemyyzkoutime &islo %

NI
[N

Eislo % neni kogenemyyzkoutime éislo

N[

(NI
=
N
o1 o

2 4 10 [0]

Eislo 1 je jednoduchym kogenempolynom 2x? 4x+ 10= 2 (x> 2x+ 5) u¥ima jen komplexni kogery,

je ireducibilni. Rozklad na soueinireducibilnich realnych polynomu ma tvar

1
P(x) = 2x% 3x®+ 2x*+ 10x® 18? 3I1x 10=2(x+ 1)> (x 2) (x+ i) (x> 2x+ 5)=

= (x+1)? (x 2) (2x+1) (x> 2x+ 5):

2.5 Cvieeni
1. Vydilte (sezbytkem) polynom P(x) polynomem Q(X).
@ P(x)= (x8+ 2x> x3 4x%+ x+ 2),Q(x)= (xX2+x 3)
(b) P(x) = (x®+ 2x5+ 4x® 12x%+ 10x  2),Q(X) = (x?+ 2x 3)
() P(x)= (x"+ 2x5 4x> 6x*+5x3 4x%+ 3x+2),Q(x)= (x> 3x+1)
d P(x)=(x" x& 7x5+ 7x* x3 Bx2+ 2x+ 1), Q(x)= (x3 3x?+2)
2. Polynomy rozlo¥tena souéinkogeneych polynomu .
(@) P(x) = x*+ 1.
(b) P(x) = x* 1.
() P(x) = x*+ 16.
(d) P(x) = x3+ 8.
(e) P(x) = x3 8.
3. Polynomy rozlo%tena souéinireducibilnich reélnych polynomu.
(@ P(x)=x% 64.
(b) P(x) = x& 1.
(c) P(x) = x* 8Ll
(d) P(x) = x*+ 1.
4. Polynomy rozlo%itena souéinkogeneych polynomu .

(@ x5 2x5 8x*+ 14x3+ 11x? 28+ 12
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5.

6.

7.

2.6

(b) x8 4x5+ 3x*+ 6x3 10x2+ 8

(c) x8+ 4x5+ 3x* 2x3+ 6x%2+ 16x+ 8
(d) 2x5+ x* 2x3+ 3x%2+ 6x+ 2

() 2x> bBx* 2x3+ 2x?+ 16x 8

(f) 2x& 3x> x* x3+ 9% 8x+2

() 2x8+ 5x5+ 6x* 6x3 26x%2+ 9x + 10
(h)y 2x5+ x5+ 3x*+ 183+ 16x> 3x 5

Uréete ndsobnostkogene polynomu P(x). Polynom P (x) rozlo%tena souéin kogeneych polynomu.

(@ P(x)=x5 7x5+ 12*+ 14x3 5%%+ 57x 18 =1
(b) P(x)=x® 4x*+ 8x3+ 4x?> 16x+ 16 =1+

() P(x)=x% bBx* 1% 4x2+ 8x+ 12 = 1 i

(d) P(x) = x® 2x*+ 183 13x? 2x+ 30 =1 i

(e) P(x) = x& 4x5+ 6x* 6x3 5x2 22+ 30; =1 2
(f) P(x) = x5 x* 14x3 2x%+ 16x + 40 = 1+

(@ P(x)=2x> 3x* 6x3 2x?+ 16x+ §; 1

Polynomy rozlo¥stena souéinireducibilnich realnych polynomu.
(@ x5+ 7x5+ 12x* 14x® 59x*> 57x 18

(b) x5+ 4x5>+ 3x* 6x3 10x2+ 8

(c) x® 5Bx* 6x3+ 6x%+ 16x+ 8

(d) 2x5 x* 2x3 3¥x%?+6x 2

() 2x5+ B5x* 2x3 2x®> 16x+ 8

(f) 2x8+ x> 3x*+ 33+ 7x2 2

(@) 2x8 x5+ 3x* 183+ 16x2+3x 5

(h) 2x5+ 3x>+ 2x* 10x® 18x?+ 31x 10

Ureéete nasobnostkogene polynomu P(x). Polynom P(x) rozlo¥tena souein ireducibilnich realnych
polynomu.

(@) P(x)= x® 2x5 3x4+20x3 36x2+ 3% 12 =1+

(b) P(x) = X8+ 4x5 + 6x* + 6x3  B5xZ+ 22¢x + 30; =1 i

() P(x)=x8 x*+14x3 2x2 16x+40, =1 2

d) P(x)= x5 4x5+ 7x* 6x3 2x2 16x+ 40, = 1 |

(e) P(x)=x® 4x°+ 3x*+ 2x3+ 6x> 16x+8 =1

(f) P(x) = 2x°+ 3x* 6x3+ 2x2+ 16x 8 -1
Vysledky

@ (x+2x5 x3 2+ x+2)=(x*+x3+2x°+2) (x°+x 3) x+8

(b) (xB+ 2x5+ 4x3 12+ 10x 2)= (x*+ 3x? 2x+1) (x2+2x 3)+2x+1

() (x"+ 2x8 4x5 6x*+5x% 4x2+ 3+ 2)= (x*+2x3 x2 x) (x® 33X+ 1) 6x2+ 4x+ 2
(d (x” x5 7xS+ x4t x® 52+ 2x+1)= (x*+ 23 x2+2x+1) (x3 3HX?’+2) 2 1

(@ P(x)=x%+1= (x i ?i) (x pz—§
i)

TE +
(b) P(x)=x* 1=(x 1) (x+1) (x

(x

1. gijna 2007 36 Anna Kalousova: Uvod do algebry



2.6. Vysledky

37

(©)
(d)
(e)
3. (a)
(b)
(©)
(d)
4. (a)
(b)
(©)
(d)
(e)
()
)
(h)
5. (a)
(b)
(©)
(d)
(e)
(f)
@
6. (a)
(b)
(©)
(d)
(e)
()
)
(h)

(b)
(©
(d)
(e)
()

P(x) = x*+ 16= (x P

P(x)=x3+8=(x+2) (x 1  3i) (x 1+ 3i).
P(x)=x3 8=(x 2) (x+1  3i) (x+1+ 3i).

P(x)=x® 64=(x 2) (x+2) (X2+x+4) (x> x+4).
P(x)=x® 1=(x 1) (x+1) (x3+1) (x2+ 2x+1) (x? pix
P(x)=x* 81=(x 3) (x+3) (x2+09).

P(x)=x*+1=(x>+ 2x+1) (x3 =~ 2x+ 1).

x8  2x5  8x*+ 14x3+ 11x? 28+ 12=(x 1) (x+2)? (x 3)
x8  Ax5+ 3x*+ 6x3 10x?+ 8= (x+ 1)? (x 22 (x 1+1i) (x
X8+ 4x5+ 3x* 23+ 6x%+ 16x+ 8= (x+ 1)? (x+ 2)? (x 1+1i)
25+ x4 23+ 3%+ 6x+2=(x+1)% 2x+1) (x 1+i) (x 1
2x5 Bx* 23+ X%+ 16x 8= (x 2)? (2x 1) (x+ 1+1i) (x+

2 Yoy x P2+P2) x+P2 P2y x+P2+P2).

+ 1).

1)

x 1 i
)

1)

2x8 3x5 x* xF+9x? 8 +2=(x 12 (2x 1) (x+1+i) (x+1 i)

2x8 + 5x5+ 6x*  6x3  26x%+ 9x + 10= (x 1)? (x+2) (2x+ 1)

(x+1+2) (x+1 2)

2x0 4+ x5+ 3x4+ 183+ 16x?2 3x 5= (x+1)° 2x 1) (x 1+2) (x 1 2)

je trojnasobry kogena plati P(x) = (x 1)3 (x+2) (x 3)2
je dvojnasobry kogena plati P(x) = (x + 2)2 (x 1+i)? (x 1

2.

je dvojnasobny kogena plati P(x) = (x 1) (x 3) (x+ 1+i)? (x+1 i)

je jednoduchy kogenaplati P(x) = (x+ 1) (x+3) (x 1+i) (x 1
je jednoduchy kogena plati P(x) = (x 1) (x 3) (x+1+i) (x+1
je jednoduchy kogena plati P(x) = (x 2)? (x+ 1+i) (x+1 i)
neni kogenema plati P(x) = (x 2)2 (2x+ 1) (x+ 1+i) (x+1

i) (x 1+2) (x 1 2).
i) (x 1+2) (x 1 2i).
(x+21+2) (x+1 2i).
).

x84+ 7x5+ 12x* 14x® 5%2 57x  18= (x+ 1)® (x 2) (x+ 3)?

X8+ 4x5+ 3x* 6x3 1%+ 8= (x 1) (x+2)? (X2+ 2x+2)
x® Bx* 6x3+ 6x%+ 16x+ 8= (x+ 1) (x 2)?2 (x°+ 2x+ 2)
x5 x* 2x3 3%+ 6x 2=(x 1) (2x 1) (x2+ 2x+2)
2x5+ 5x4  2x3 2x2  16x+ 8= (x+2)?2 (2x+ 1) (X2 2x+ 2)
28+ x5 A+ 33+ X% 2= (x+1)° (2x 1) (X2 2x+2)

2x8 x5+ 3x* 183+ 16x2+ 3x 5= (x 1)° (2x+ 1) (X?>+ 2x+ 5)
2x8+ 3x5+ 2x* 10x®  18x%+ 3I1x 10= (x 1)? (x+2) (2x 1) (x?+ 2x+ 5)

je dvojnasobry kogena plati P(x) = (x 1) (x+ 3) (x? 2x+ 2)%.

je jednoduchy kogena plati P(x) = (x + 1) (x+3) (x2 2x+ 2) (
je jednoduchy kogena plati P(x) = (x + 2)2 (x> 2x+ 2) (x? 2x
je jednoduchy kogena plati P(x) = (x 2)? (x?+ 2x+ 2) (x2 2x

X%+ 2x + 5).
+ 5).
+ 5).

je dvojnasobry kogena plati P(x) = (x 1)2 (x 2)? (x?>+ 2x + 2).

neni kogenema plati P(x) = (x + 2)2 (2x 1) (x> 2x+ 2).
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Kapitola 3

Matice

Matice typu (m; n) je vlastni tabulka, kterd ma m gadkua n sloupcu. Jednotlivé gadkya sloupce neaddilujeme
earami a celou ptabulkuy uzavgemedo kulatych zavorek. Napgiklad

1 2 2 1
A=@2 0 1 O0A jematicetypu (3;4):
1 1 2 1

Kdy¥achcemetakovou tabulku zadat, mu¥semégebadikto vat gadekpo gadkunebo sloupecpo sloupci. Anebo
taky pnapgeskékuy, kdy¥stgebaldaje v tabulce ziskhvame postupni (napg. vysledky zapasuve fotbale nebo
v hokeji). V ka¥adénpgipadi musimezadat, co je na pozici (i; j ), tedy v i-tém gadkua j -tém sloupci pro vtechny
hodnoty i 2 f1;2;:::;mgaj 2 f1;2;:::;ng: To znamena, ¥sese na matici mu¥semedivat jako na zobrazeni,
které ka¥.dépozici, tj. uspogadanédvojici (i; j) pgigadinijak é éisloa; . De niénim oborem tohoto zobrazenije
mno¥inavtech uspogadarych dvojic (i;j), tji. kartézsky souéinfl;2;:::;mg f1;2;:::;ng. Oborem hodnot je
nijaky eiselry obor. Pro nasto budou v¥dyrealna éisla.To je jeden mo¥ai pohled. Rovnost, séitania nasobeni
matice redlnym eislempak de nujeme jako rovnost a seitanizobrazenia jako nasobeni zobrazenirealnym éislem.
Soueinmatic je de novéan odlitni. Na matici seale mu¥emalivat jako na pobrazeky,na schema, které ma ureity
poeet gadkua sloupcu.

3.1 Zakladni pojmy

3.1.1 Denice (Realnd) matice typu (m;n) je schema
0

1
ail aiz .. aQin
ag1 dpp Il Aon
A= : . : ;
dmi am2 i1 Amn

kdea; 2 Rproviechnai = 1;2;:::;;maj = 1,2;:::;n.
Zapisovat ji mu¥ema strueniji
A=(a); kde i=12:::;m a j=1,2:::;n
3.1.2 De nice Uspogadanouwvojici (i; j ) nazyvamepozice i je gadkovyaj je sloupcovyindex, éislua; gikhme

elen nebo prvek matice (v i-tém @adku a j-tém sloupci).
Uspogadanoun-tici

(ai1;a@i2;:: an) nazyvamei-tym gadkemmatice
a uspogadanoum-tici 0 1
aij
&j S .
) nazyvame j-tym sloupcemmatice.
amj
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3.2. Operaces maticemi 39

3.1.3 Denice Pokud ma matice stejny poeet gadkui sloupcu, to znamena, ¥%eje typu (n; n), nazyvame ji
étvercovoumatici gadu n. V opaénémpgipadi hovogimeo obdéinikovématici. Etv ercova matice, vekteré a; = 0;
pro vtechnai 6 j, senazyva diagonalni matice.

3.1.4 Pgiklady

0 1
1 2 3
1. Matice A=@4 5 6A je étvercovéa gadu3:
7 8 9
0 1
1 00
2. Matice B=@o0 5 0A je diagonalni:
0 0 9

3.1.5 De nice Diagonalni matici E, = (ej ) gadun takovou, %see; = 1 nazveme jednotkovou matici. Matici
Omn typu (m;n), kterd ma viechny élery nulové, nazvemenulovou matici. Pokud to neni nezhbytné, obvykle se
indexy udavajici typ u tic hto matic vynechéavaji.

3.1.6 Denice Matice A a B typu (m;n) sesohi rovnaji, jestli%epro ka¥adé = 1;2;:::;maj = 1;2;:::;n
plati q = hj .

3.1.7 Denice Matici AT = (g), kdej = 1;2;:::;nai = 1;2;:::;m, typu (n; m) nazvemetransponovanou
matici k matici A. Pokud plati AT = A, gekneme¥ematice A je symetricka

3.1.8 Pgiklad 0 14 1
A= iég ; potom AT=@2 5A
3 6
0 1 0 1
1 2 3 1 2 3
A=@2 1 0A; potom AT=@2 1 0A; maticeA je symetricka.
3 0 2 3 0 2
3.1.9 Pozorovani Zgejmi plati
AT T=A

3.2 Operace s maticemi

Matice mu¥semeseitat a nasobit (realnym) eislemélen po éleru. Séitdme pouze matice stejného typu. Souein
matic je ale de novan jinak. Duvody této odlitnosti seozgejmiv kapitole o linearnich zobrazenid.

3.2.1 Denice Souéetmatic: Nech» A, B jsou matice typu (m;n), potom A + B je opit matice typu (m;n)
takova, ¥se

0 1 0 1 0 1
ar  a;p i an by b2 i big apnt by apt+tbp i oAt by
%aﬂ ap i ax §+%b21 b, i bpn g_%a21+b21 ap+t by a2n+b2n§
am1 am2 I 8mn bni bwm2 i b am1+ Bnr @m2+ bm2 11 @mn + Bun

3.2.2 Pgiklad
0 1 0 1 0 1
1 21 2 1 1 01 2 3 1 3
@ 2 11 0A+@2 1 1 2A=@4 2 2 2A
1 2 01 1 0 1 2 0 2 1 3

3.2.3 Pozorovani Vlastnosti séitani matic:

Anna Kalousova: Uvod do algebry 39 1. gijna 2007



40 Kapitola 3. Matice

1. Seitanimatic je komutativni, to znamena,¥epro ka%.délvi matice A, B stejnéhotypu plati, e

A+B=B+A:

2. Séitanimatic je ascciativni, to znamena,¥sepro ka¥adéai matice A, B, C stejnéhotypu plati, ¥%e
(A+B)+C=A+(B+C):
3. Nulova matice O (patgiénéhotypu (m,n)) je neutralni vzhledem ke séitani, to znamena, ¥epro ka¥zdou

matici A typu (m,n) plati, %e
A+0=0+A=A:

4. Ke ka¥.dématici A = (a; ) typu (m,n) existuje opaénamatice A = ( a; ) stejnéhotypu takova, ¥eplati
A+( A)=( A)+A =0:

Dukaz. Proto¥sepgiseitanimatic seitamevlastni realnaéislana odpovidajicich si pozicich, plynou viechny tyto
vlastnosti z vlastnosti seitani realnych eisel.Opaénamatice k matici A = (a; ) je z@ejmi matice A = ( a; ).

3.2.4 Poznamk a Je zgejmé,¥.emno¥sinamatic typu (m;n) s operaci séitani tvogikomutativni grupu, nebo»
jsme pravi ovigili axiomy, jak byly uvedery v de nici 1.2.1.

Posledniuvedenavlastnost nam umo¥z0ije de novat odéitani matic jako pgiéitaniopaénématice, tedy

A B=A+( B):

3.2.5 Pgiklad
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 21 110 1 21 1 1 0 0o 1 1
@ 2 1 1A @21 1A=@ 2 1 1A+@ 2 1 1A=@ 0 2 O0A
1 20 10 1 1 20 1 0 1 2 2 1

3.2.6 Denice Nasobenimatice realnym eislem: Nech» A je matice typu (m;n), 2 R, potom A je opit
matice typu (m; n) takova, e

0 1 0 1
a1 a2 i Qi ai iz ain
% dp1 Az Il A % % a1 g azn §
A= . . . . = . . . .
Ami1 aAm2 i1 @mn am1 am2 i amn
3.2.7 Pgiklad 0 1 O 1
1 2 1 2 3 6 3 6
3@ 2 11 0A=@ 6 3 3 0A
1 2 01 3 6 0 3

3.2.8 Pozorovani Pro ka¥dévi matice A ;B typu (m;n) a jakakoli redlna éisla ;  plati
( A)=( ) A.
.+ ) A= A+ A

1
2
3. (A+B)= A+ B:
4.1 A=A:

5

.0 A=0:
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3.2. Operaces maticemi 41

Dukaz. Proto¥eélery matic jsou realna éisla, viechny tyto vlastnosti plynou z vlastnosti séitani a nasokeni
reélnych eisel. o

Jak u¥4sme uvedli vyle, nasobeni matic je de novano ponikud odlitnym zpusobem. Pro nasobenématice plati,
Yaeta prvni musi mit stejny poéet sloupcu jako druha gadku, vysledna matice pak ma stejni gadkujako prvni
matice a stejni sloupcu jako druhda. Mijme matici A typu (m; n) a matici B typu (n; p). OznaémeC = A B
souéintic hto matic. Prvek ¢; , tedy v i-tém gadkua j -tém sloupci, ziskame nasledujicim postupem:
Vezmime i-ty gadekmatice A, tedy

(@1 a2 i an)
a j -ty sloupec matice B, tedy 0 1
by
M
Binj
Vynasobmespolu prvni, druhé, ..., n-té élery. Prvek c; je souétemtic hto souéiru, tedy

Gj = airhyy + aiabyy +  + ain by

3.2.9 Pgiklad Spoeitejte A B, kde

0 1
11

B=@1 0A
12

A =

=N

1 3
0 2
Matice A je typu (2;3), matice B je typu (3;2), poeet sloupcu matice A je roven poéetu gadkumatice B (je
roven 3), matice mu¥emevynasobit. Vysledna matice bude mit stejny poeet gadku jako matice A , tj. dva,

a stejny poéet sloupcu jako matice B, tj. dva. Oznaeime-liC = A B, pak C bude étvercova matice gadudvi.
Spoéitame jednotliv é élery matice C.

0 11
cu= 1 2 3 @1A=11+21+31=6
1
0 1
1
cp= 1 2 3 @Q0A=11+20+32=7
2
0 1
1
1= 012 @1A=01+11+2 1=3
1
0 1
1
= 012 @Q0A=01+10+22=4
2
6 7
C=A B 3 4
Po ziskani ureité praxe v nasobeni matic neni potgebapoeitat jednotlivé élery zvlal», mu¥semesat rovnou
0 1
12 3 @iéA: 1142 1+31 11+20+32 6 7
012 1 2 01+11+2 1 01+10+2 2 3 4

Po ziskani jelti vitli praxe (a pro prozumnay eisla) mu¥emevynechat i tu prostgednieast a nasobit a séitat
zpamiti. Nyni budeme soueinmatic pgesnide novat.
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42 Kapitola 3. Matice

3.2.10 De nice Soueinmatic: Nech»A je matice typu (m; n), B je matice typu (n; p). Soueinemtic hto matic
je matice C = A B typu (m; p) takova, ¥epro viechnai = 1;2;:::;m apro viechnaj = 1;2;:::;p plati

X
Ci = a1 byj +a by +:::+ @&, by nebostrueniji ¢ = ax byg:

k=1
Je zgejmé,¥sezkoumani vlastnosti souéiru matic bude slo%itijti, ne¥tomu bylo v pgipadi souétu a realného
nasobku. Prozkoumejmetgebakomutativitu. Mijme matice A typu (m;n) a B typu (n; p), m 6 p: SoueinA B
de novany je, naproti tomu B A provést nelze.V pgedbozim pgikladu matice A byla typu (2;3), matice B
typu (3;2), oba souéiry Ize provést. Oviem matice A B je typu (2;2), matice B A typu (3;3). Nemohouse
tedy rovnat. Omezmesena etvercové matice stejnéhogadu.Tam jsou oba souéiry de novanéa vysledkem jsou
opit etvercové matice tého¥wadu.Ale i v tomto pgipadi se nemusi sobi rovnat, jak ukad¥.endsledujicipgiklad.

3.2.11 Pgiklad
1 2 12 1 8
3 1 03 ~ 3 3
1 2 1 2 _ 5 4
0 3 3 1 - 9 3

Nasobeni matic tedy neni komutativni. Pro nikteré matice ale plati, %:ese oba souéiry sobi rovnaji.

3.2.12 Denice Nedw»A, B jsou etvercové matice gadun. dekneme,¥%ematice A a B spolu komutuji (nebo
Y%A, B jsou komutujici matice), jestli¥zeplati A B =B A.

3.2.13 Pgiklady

1.
0 1 0 1 0 1 0 10 1
100 2 1 2 2 1 2 2 1 2 100
@0 1 0A@ 1 1 0 A=@ 1 1 0 A=-@ 1 1 0 A @01 0A
0 01 1 2 1 1 2 1 1 2 1 0 01
2.
0 10 1 0 1 0 10 1
0 00O 2 1 2 00O 2 1 2 00O
@0 0 0A@ 1 1 0 A=@0 0 0A=@ 1 1 0 A @0 0 O0A
0 0O 1 2 1 00O 1 2 1 00O
3.
1 2 i 2 _ 10 _ 1 2 12
01 0 1 -~ 01 0 1 01

4. Samozgejmika¥adaétvercovd matice komutuje samaseselou (plati A A = A A).

S dal'i ppodivostiy se setkame, kdy¥budeme chtit kratit. U realnych éisel plati, %ez rovnosti a b= a c,
resp.b a=c a resp.a b= c a, plyne, %eb = c. V maticovych rovnostech nejen ¥eneplati, ¥.ez rovnosti
A B = C A plyne B = C (nebo»néasobkeni neni komutativni), ale dokonceani to, ez rovnostiA B = A C,
resp.B A = C A plyne, %eB = C. V maticovych rovnostech tedy nemu¥semekratit.

3.2.14 Pgiklady Opit sito ukéd¥emea pgikladed.

1.
1 2 3 3 _ 5 5 21 3 3
3 1 1 1 10 10 =~ 4 2 1 1
a&koli zgejmi
1 2 6 21
3 1 4 2
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e
)

aekoli zgejmi

N
[Eny

1 2
6 11
Zminime sejelti o jedné ppodivnostiy nasobeni matic ato o existencitzv. diliteld nuly, tedy nenulovych matic,
jejich¥ssouéinemje nulova matice. Je to opit nico odlitného od nasokeni éisel,proto¥.etam z rovnostia b= 0
plyne, ¥%ea = 0 nebo b= 0.

3.2.15 Pgiklad
1 2

2 4

=N
N b
[N
o O

3.2.16 Pozorovani Vlastnosti ndsobeni matic:
1. Nasobeni matic neni komutativni.

2. Nasobeni matic je ascciativni, to znamena,¥epro ka¥adéai matice A typu (m; n), B typu (n; p) a C typu

(p;s) plati
(A B C=A (B C):

3. Jednotkova matice je neutralni vzhledem k nasoteni, to znamena, ¥%epro ka¥adoumatici A typu (m;n)
plati
A En=En A=A:

4. Nasokeni matic je distributivni vzhledemke séitani, to znamena,¥e
() pro vtechny matice A typu (m;n), B typu (n;p) a C typu (n; p) plati
A (B+C)=A B+A C:
(b) pro viechny matice A typu (m;n), B typu (m;n) a C typu (n; p) plati
(A+B) C=A C+B C:

Dukaz.
1. Ukazali jsme v pgikladi 3.2.11.
2. Polo¥%simé& = A B; H=B C; S=(A B) C=G C; T=A (B C)=A H;potomproviechna

i=12:::;;maj=1;2:::;s plati
!

xP X X XX XX
Sj = Ok Ckj = ajbx o = (anbk) o = aj (bko) =
k=1 k=1 I=1 k=1 I=1 I=1 k=1
I
X xP ' X
= aj bkci = aj hy = tj
I=1 k=1 I=1

3. Polo%imeB = A E, aC=En A, potomproviechnai= 1;2;:::;;maj = 1;2;:::;n plati

X
bj = ax 0+ a; 1= aj
k=1 k6]
X
G = 0 aj+1a =g
k=1:k6i
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4. (a) Polo%ime&s = A (B+C); H=A B+ A C;potomproviechnai = 1;2;:::;maj =1,2;:::;p

plati
X X X X
gj = ak (bg +cj)= (akhbg +axc;) = aik b + aik &j = hj
k=1 k=1 k=1 k=1
(b) Polo%imec = (A+B) C; H=A C+ B C;potomproviechnai = 1;2;:::;;maj = 1,2:::;p
plati
X X X X
gi = (ak +bk) o= (akC + bko)= ajk Cxj + bk &j = hj
k=1 k=1 k=1 k=1

3.2.17 Poznamk a Diky distributiviti nasokeni vzhledem ke séitani mu¥emaenatice proznasolovaty a pvyty-
katy. Pgivytykani ale musimerozlitovat, zda vytykame pad anebo za zavorku. Diky ascciativiti nasobeni matic
nemusime psat zavorky a mu¥emaeale novat mocniny matic.

3.2.18 Denice Mocniny matic: Polo¥smeA°® = E a déle de nujme A" = A A" ! pro viechna pgirozena
eislan.

Mu¥.emetaké uva¥wwat o tom, zda Ize matice nijakym zpusobem dilit. Opit je to ponikud slo¥aitijti, jak
naznaeujipgiklady 3.2.14a 3.2.15.pDileniy matic souvisis pojmem inversni matice, kterému sebudemevinovat
v 5. kapitole, a¥proberemepojem determinantu.

3.2.19 Tvrzeni Ned»A aB jsou matice typu (m; n), C je matice typu (n;p) a je realné éislo.Potom plati
1. (A +B) = AT + BT
2.( AT = AT
3.(A c)f=CcT AT

Dukaz.
1 00 1 0 11
a1 ae il an by b2 i by
T a1 axp i @ bpr b2 it ben
(A+B) = . . . + . . . =
Am1i 8m2 I @mn bn1 bmz i B
11 0 1
apr+t by ap+bo i amm+ bin At by axm+ b it ami+ bmg
_%aﬂ"‘bﬂ ap+thbpy i amt by E _%8124'[)12 ap+ by i am2+hn2§_
am1+ bn1 @ma2+ bn2 10 @mn + b ain +bin an+ by il @mn + b
0 1 0 1
di1 ax il ami b1 b1 it bBna
%alz ap i amo § %blz bz i bz % -
= . . ] . + . . . . =A'+B
Aipn  aAzn Il @mn bin n i ban
2. 0 1 0 1
a 11 a 12 L a 1n a 11 aoz i adm1
- a 21 a 22 L a on a 12 Ao il a m2 -
( A)' = ) : . : = ) ) . ) = A
Adml1 @m2 i @mn Adin dAd2n II Amn
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3. OznaémeF = A C,G=(A C)T aH=C" AT.Potom prvekg; = f;; ziskametak, ¥evynasobime
j -ty sadekmatice A ai-ty sloupec matice C, tedy

g =fji=a1 ci+taz it +tan G =Ci &1+ Ci g2+ +Ci qn = hy;

nebo»to odpovida vynasobenii-tého sadkumatice CT a j -tého sloupce matice A T.

3.2.20 Tvrzeni Ned» A je matice typu (m; n), B je matice typu (n;p) a je realné éislo. Potom
(A B)=( A) B=A ( B):
Dukaz. NedwA = (g;); B = (bi). Oznaeme
C= (A B), D=( A)B; F=A ( B):
Potom pro viechnai = 1;2;:::;;mak= 1;2;:::;p plati
X X X
Cik = aj by = (@ bx)= ( &) bk=dk

a také

X X X X X
Cik = aj by = (@i bx)=  ( &) bk= (& ) b= @& ( Bbk)="fi;
I=1 i=1 i=1 j=1 j=1

proto¥se , a; abjk jsoureélnééislaa nasokenirealych éiselje ascciativni, komutativni a distributivni vzhledem
ke seitani. o

3.3 Elementarni transformaéni matice

V této éasti si trochu hloubiji probereme,co sevlastni s maticemi pgi nasobeni dije.

3.3.1 Pgiklad Mijme matice A a B takové, ¥%enu¥semespoeitat A B. Napgiklad

0 1 0 1 11
1 0 1 1 > 0
A=@2 1 1 0A aB:% §
o 1 1 1 L1
0 1

OznaemeC = A B. Jak vypada prvni gaddek matice C? To vezmemeprvni gadekmatice A a postupni ho
pronasobimeprvnim a druhym sloupcem matice B. Mame

Ci=11+02+( 1) ( )+10=2 cp=1( D+00+( 1) 1+1 1= 1

Analogicky, kdy¥ichcemespoéitat, co je ve druhém eadku matice C, staéivzit druhy gadekmatice A a postupni
ho pronasobit sloupci matice B.

C;1=2 1+( 1) 2+1 ( 1)+00= 1, cp=2( 1)+( 1) 0+1 1+0 1= 1
Stejnéje to i pro teeti cAdekmatice C - tgeti gddekmatice A postupni pronasobimesloupci matice B.

C1=01+12+( 1) ( 1)+( 1) 0=3 ¢C5=0( 1)+1 0+ ( 1) 1+( 1) 1= 2
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46 Kapitola 3. Matice

Co kdy¥anas bude zajimat prvni sloupe& matice C? Ten ziskame tak, ¥eprvni sloupec matice B postupni
pronasobimeprvnim, druhym a tgetim gadlem matice A.

Ci=11+02+( 1) ( 1)+10=2 cu=21+( 1) 2+1 ( 1)+0 0= 1
C1=01+12+( 1) ( 1)+( 1) 0=3

Podobni druhy sloupe matice C ziskame tak, ¥edruhy sloupec matice B postupni pronasobimejednotlivymi
gadkymatice A.
Co=1( 1)+0 0+ ( 1) 1+1 1= 1, cp=2( )+ ( 1) 0+1 1+0 1= 1
=0 ( 1)+10+( 1) 1+( 1) 1= 2

Z poikladu je patrné, ek ziskani i-tého gadku souéiru dvou matic staéi znat jen i-ty gadekmatice nalevo
(a samozgejmiviechny sloupce matice napravo, tj. celoututo matici). Ostatni gadky matice nalevo se na tom
gadkunijak nepodileji. Analogicky k ziskanij -tého sloupce soueiru nam (kromi znalosti matice nalevo) staéiznat
jen j -ty sloupec matice napravo. Zkusme nyni zleva nasobit nijak ou matici ruznymi typy gadkua zkoumejme,
jak vypada vysledny gadek.

3.3.2 Pgiklady Pro nale pzkoumaniy jsem vybrala matici

0 1
a b c
A=@d e f A
g h i
1. Vynasobimenejprve matici A géadlem (1;0; 0).
0 1
a b c
(1;0,0) @d e f A= (a+0+0b+ 0+ 0;c+ 0+ 0)= (a;b;c)
g h i

Je vidit, %aevysledny gadekje roven prvnimu gadkumatice A.

2. Vynasobmenyni matici A gadlem (0; 1; 0).
0 1

a C
(0;1;0) @d f A= (0O+d+00+e+00+f+0)=(d;e;f)
g

>0 o

Ziskali jsme druhy gadekmatice A . Kdy¥budeme nasobit gadlem (0; 0; 1), ziskime tgeti gadekmatice A
(vyzkoutejte).

3. Vynasobmenyni matici A gadlem (0; 0; 2).

0
a b c
(0:0,2) @d e f A=(0+0+2g0+ 0+ 2h;0+ 0+ 2i) = (2g; 2h; 2i)
g h i

Ziskali jsme dvojnasobek tgetiho gadku. Analogicky mu¥emeziskat taebapitinasob ek tgetiho gadku vy-
nasokenim gadlem (0; 0; 5) nebo tro jnasobek prvniho gadkuvynasobenim gadlem (3;0; 0) (opit muaete
vyzkoulet).

4. Nasobmenyni matici A gadlem (2;1;0).

0
a b c
(2;1,0) @d e f A= (2a+d+ 0;2b+ e+ 0;2c+ f + 0)= (2a+ d;2b+ e;2c+ f)
g h i

Tento gadekziskametak, ¥eke druhému gaddkumatice A pgiétemedvojnasobek jejiho prvniho gadku.
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5. Nasobmenyni matici A gadlem ( 1;0;1).
0 1

a c
( 1,01 @d f A=( a+0+g, b+0+h; c+0+i)=( a+g, b+h; c+i)
g

S 0o T

Tento gadekziskimetak, ¥eod tgetiho gadkumatice A odeétemejeji prvni gadek.

6. Kdy¥matici A vynasobimegadlem(; ; ), znamenéto, ¥eseéteme -nasobek prvniho gadkus -nasoblkem
druhého gadkua -nasoblem tgetiho gddkumatice A .

3.3.3 Pgiklady Zkusmenyni matici A nasobit zleva maticemi, jejich¥gadkybudou nikteré gadkyz pgedtiozich
paikladu.

1. 0 10 1 1
0 0 2 a b c 29 2h 2i

@2 1 0A @d e f A=@2a+d 2b+e 2+f A

1 00 g h i a b c
2. 0 10 1 0 1
010 a b ¢ d e f
@ 30 0A @d e fA=@ 3a 3b 3c A

101 g h i a+g b+h c+i

Z uvederych pgikladu je patrné, ¥ekdy¥.matici A nasobimezleva nijak ou matici B, dije se pcosiy s gadky
matice A. To pcosiy zale¥sha tom, jaké gadky ma matice B.

A jak to vypada, kdy¥matici nasobime zprava? Musime tentokrat nasobit jednotlivymi sloupci (aby bylo
nasobeni de novano).

3.3.4 Pgiklady Budeme opit nasobit matici

0 1
a b c¢
A=@d e f A
g h i
1. 0 10 1 O 1 0 1
a b c 1 a+ 0+0 a
@d e fA @Q0A=Q@d+0+0A=Q@dA
g h i 0 g+ 0+0 g

Je vidit, %sevysledny sloupecje roven prvnimu sloupci matice A.

2. 0 10 1 0 1 0 1
a b c 0 0+ b+ 0 b
@d e fA @Q1A=@0+e+0A=@¢eA
g h i 0 0+h+0 h
Ziskali jsme druhy sloupec matice A. Eim musime n&sobit matici A, abychom ziskali jeji t@eti sloupec?
Rozmyslete si.
3. 0 10 1 O 1 0 1
a b c 0 0+ 0+ 2c 2c
@d e fA @Q0A=@0+0+2f A=@2f A
g h i 2 0+ 0+ 2i 2i

Ziskali jsme dvojnasobek tgetiho slqupce. Analogicky mu¥.emeziskat tgeba pitinasob ek tgetiho sloupce
nebo tro jnasobek prvniho sloupce. (Eim budeme nasobit? Promyslete si.)
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4. 0 10 1 O 1 0 1
a b c 2 2a+ b+ Oc 2a+b
@d e fA @1A=Q@ 2d+e+0A =@ 2d+e A
g h i 0 2g+ h+0 29+ h
Terto sloupecziskametak, ¥eke druhému sloupci matice A pgiétemedvojnasobek jejiho prvniho sloupce.
S. 0 10 1 0 1 0 1
a b c 1 a+0+c at+c
@d e fA @ 0A=@ d+0+f A=@ d+f A
g h i 1 g+ 0+ g+ i

Terto sloupec ziskame tak, ¥.eod tgetiho sloupce matice A odeétemejeji prvni sloupec.

3.3.5 Pgiklady Zkusmenyni matici A nasobit zprava maticemi, jejich¥sloupce budou nikteré sloupce z pged-
chozich pgikladu.

1. 0 10 1
a b ¢ 0 21 2c 2a+b a
@d e fA @0 1 0A=@2f 2d+e dA
g h i 2 00 2l 2g+h g
2. 0 10 1
a b c 0 3 1 b 3a a+c
@d e fA @1 0 0A=@e 3d d+f A
g h i 00 1 h 3g g+i

Zgejmi se pginasokeni matice A zprava nijak ou matici B pcosiydije s jejimi sloupci. To pcosiynyni zale¥sha
tom, jaké jsou sloupcematice B.

Pgi praci s maticemi se easto matice pupravujiy pomaoci nijakyc h gadlovych nebo sloupcovych Uprav. Ty nej-
jednodutli Gpravy senazyvaji elemenarni a jsou to

1. Pgehozentlvou gadku.
2. Vynasobeni lib ovolného gadkunenulovym redlnym eislem.
3. Pgietenilib ovolného nasobku nijak ého gadkuk jinému gadku.
To jsou elemerarni gadlové Gpravy. Analogicky pro sloupce mametyto elemenarni sloupcové Upravy
1. Pgehozentlvou sloupcu.
2. Vynasobeni lib ovolného sloupce nenulovym realnym éislem.

3. Pgiétenilib ovolného nasobku nijak ého sloupce k jinému sloupci.

3.3.6 Pgiklady Pou%iititic hto Uprav si mi¥emaikazat na nik olika pgiklade®.

1. Mijme matici

0 1
12 1

A=@ 1 0 2A
2 2 2

a upravme ji nejdgiwe tak, ¥eke druhému gadku pgietemeprvni gadek.Tuto Upravu budem zapisorat
takto: Ry := R, + R;. Potom ke tgetimu gadku pgieteme( 2)-nasobek prvniho gadku, tedy vlastni od
tgetiho gadku podeétemeydvojnasobek prvniho gadku. Opit to mu¥emesymbolicky zapsat, dostaneme
Rs := Rz 2 R;. Pgitichto Upravach jsou vzniklé matice uréitym zpusobem ekvivalentni (pozdiji se
dozvite, ¥etyto Upravy nemini hodnost matice), proto mezi puvodni a upravenou matici budeme psat
symbol . Mame tedy
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0 1 0 1 0 1
12 1 12 1 1 2 1
A=@ 1 0 2A @0 2 1A @0 2 1A
2 2 2 2 2 2 0 2 0

Ziskali jsme matici, kterd méa v prvnim sloupci ve viech gadcith kromi prvniho saménuly. Zkusme upra-
vovat dale. Pgietimi nyni ke tgetimu gadkugédekdruhy, tedy R3 := Rz + R,. Mame

0 1 0 1
1 2 1 12 1

A @pop 2 1A @0 2 1A
0 2 0 00 1

Ziskali jsme matici, kterd ma ppod élery a; y saménuly (gika seji horni trojuhelnikova matice, proto¥se
ppotencialniy nenulové elery tvogitrojuhelnik v hornim rohu matice). Na horni tro juhelnikové budeme
matice upravovat velmi easto. Postup, ktery jsme si tady ukazali, si popitemev nasledujicid odstavcich.

Upravujme nati matici jelti dale. Odeétime od druhého gadkutgeti gddeka potom k prvnimmu gadku
paiétime tgeti gadek.Symbolicky zapilemeR; := R, Rz aR; = R; + Rg3. Ziskame

0 1 0 1 0 1
1 2 1 1 2 1 1 2 0
A @0 2 1A @02 O0A @0 2 0A
00 1 00 1 0 01
Odeétime jelti od prvniho gadkudruhy gaddek(R; := R; R3) apotom druhy gadekvynasobmepolovinou
(R2 = % Rz).
0 1 0 1 0 1
120 100 1 00
A @0 2 0A @0 2 0A @0 1 0A
0 01 0 0 1 0 0 1

Ziskali jsme jednotkovou matici. Tento postup budeme vyu¥aiat pgedeviimpgivypoétu inversni matice.
Ne ka¥.doumatici ale mu¥.emeakto upravit a¥ana jednotkovou.

2. Mijme matici

0 1
02 1 1
B=@ 10 1 2A
21 2 1
Pgehalime nejprve prvni a druhy gadek(R; ! R3y) a potom ke tgetimu gadku pgiétemedvojnasobek
prvniho (puvodné druhého) gadku(Rs3 := Rz + 2 Rj3). Mame
0 1 0 1 0 1
0 2 1 10 2 10 12
B=@ 10 1 2A @ 02 1 1A @ 02 1 1A
21 2 1 21 2 1 01 0 3
Pgehaimenyni druhy atgetigddek(R, ! R3)apotom od tgetihogadkuodeétemedvojnasobek druhého
ﬂéde(Rg =Rz 2 Rz). Mame
0 1 0 1 0 1
10 12 10 12 10 1 2
B @ o2 11A @ 01 03A @ 01 0 3A
01 0 3 02 11 00 1 5

pPotencialniy nenulové élery této matice sice netvogi pgimo tro juhelnik, ale zakladni vlastnost horni
tro juhelnikové matice, tedy nulovost élert ppod élery a; ¥, je splnina. | této matici budeme gilkat horni
trojuhelnikova matice.
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3. Mijme matici

0 1
1 2 1

A=@ 1 2 2A
2 3 1

Nyni opit pgietemek druhému gadkuprvni gadek(R; := R, + R;) a od tgetiho odeétemedvojnasobek
prvniho gaddku(R3 := Rz 2 Rj).

0 1 0 1 0 1
1 2 1 12 1 1 2 1

A=@ 1 2 2A @00 1A @o o0 1A
2 3 1 2 3 1 0o 1 1

V takto ziskané matici pgehalime druhy a tgeti gddeka ziskame opit horni tro juhelnikovou matici.

0 1 0 1
1 2 1 1 2 1

A @op o0 1A @0 1 1A
0 1 1 0 0 1

Tu mu¥emegelti Upravami pzpitného choduy (R2 := R, R3, R;1:= R+ RzanasledniR; := R1+2 R;

aR;,:= Rjy) upravit opit na jednotkovou matici.
0 1 0 1 O 1 O 1 O 1
1 2 1 1 2 1 1 2 0 1 00 1 00
A @0 1 1A @0 1 0OA @0 1 0A @0 1 0A @01 0A
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 01 0 01

To, cojsme si ilustrovali na pgedbtozic pgikladet, nyni popiteme pgesniji.

3.3.7 Denice @ekneme,¥ematice A typu (m;n) je horni trojahelnikovg jestli%sea; = O pro viechnai > j.
@ekneme,¥ematice A typu (m; n) je dolni trojuhelnikovd jestli¥sea; = 0 pro viechnai < j.

Ka¥sdoumatici mu¥semepomoci gadlovych Uprav pgewést na horni tro jahelnikovou matici. Popitemesi po-
stup, jak to mu¥emaudilat.

Nejprve se pomoci gadlovych Uprav pokusime pgeést do ¥%adanéhdvaru prvni sloupec matice. Pokud je
prvek a;; ruzny od nuly, pgietemek druhému gadku 221 -nasobek prvniho gadku. Tim seve druhém gadku
prvniho sloupce objevi nula. Podobni postupujemei u daltich gadku, v¥dyk i-tému gadku pgieteme 2iL-
nasolek prvniho gadku.Prvni sloupectei ma v prvnim gadkuprvek a;;, v ostatnich gadcit jsou nuly. Kdyby
prvek a;; byl rovennule, pgehdili bychom prvni gadeks nikterym gadlem, ktery v prvnim sloupci nemanulu,
a dale bychom postupovali stejni jako pgedtim.Pokud by ¥adg takovy gadekneexistoval (v prvnim sloupci by
byly saménuly), vabec bychom prvni sloupec neupravovali a pokraéovali bychom Gpravami druhého sloupce.

Nyni u¥ssi nebudemevtimat prvniho gadku ani prvniho sloupce a budeme analogidky upravovat druhy
sloupec. Pokud je prvek az; ruzny od nuly, pgietemek daltim gadkumv3ady ?T:-nésobek druhého gadku. Tim
mame ve druhém sloupci pod prvkem (az2) samé nuly. Pokud by ay, byl roven nule, zasebychom pgehdlili
druhy gadeks nikterym jinym (ale ne prvnim), ve kterém by v druhém slopci byl nenulovy prvek. Pokud by
viechny prvky byly nulové, druhy sloupec bychom neupravovali. Analogicky postupujemev daltich sloupcich.

Samozgejmije pgijemné kdy¥aprvky na pozicich (i; j) jsou jedniéky, proto¥sepak odeéitamev¥adyjen aj -
nasokek j -tého gadku (a ne a” -nasobkek). Ne v¥dytomu tak ale je. MU¥emesi pak pomoci nijak ou gadlovou
Upravou. Tfaebapzehozenlrmadkunebo pgietenimnijak ého nasobku gadku.

3.3.8 Pgiklady Na nikolika daltich pgikladet si uka¥emerubih Gprav na horni tro juhelnikovou matici. Je
samozgejmimo¥snéyto matice upravovat i jinym zpusobem. Vysledek neni dan jednoznaéni. Snad by sedalo
gici, ¥esi v¥adyuka¥aemgeden z prozumnych postupuy.
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1. Matici A upravte na horni trojuhelnikovou.

0 1
0 2 2 1
A=@ 21 1 1A

2 1 1 2
a;1 = 0, proto pgehalime prvni a druhy gadek(R; ! Rj). Potom ke tgetimu gadkupgiétemeten novy
prvni gadek(Rs3 := Rz + R31). Tim pvynulujemey prvni sloupec.

0 1 0 1 0 1
0 2 2 1 2 1 1 1 2 11 1
A=@ 21 1 1A @ 02 2 1A @ 022 1A
2 1 1 2 2 1 1 2 0 20 3
Nyni jen od tgetiho gadkuodeétemedruhy (Rsz := Rz R;) a matice je upravena.
0 1 O 1
2 11 1 2 1 1 1
A @ o022 1A @ 02 2 1A
0 20 3 0 0 2 4
2. Matici A upravte na horni tro juhelnikovou.
0 1
3 3 1 0
B 2 2 2 1§
A‘% 2 1 1 1
3 1 1 0

V prvnim gadkuopit v prvnim sloupci nemame jednieku. Kdy3zale k prvnimu gadku pgietemedruhy
gadek(pgipadni odeétemetgeti), u¥itam jednieka bude. Prvni Uprava tedy bude pgiétenidruhého gadku
k prvnimu (R; := R; + R3), potom ji%upravujeme standardni. K druhému gadku pgiétemedvojnasobek
prvniho gadku(R2 := Ry + 2R;), od tgetiho odeétemedvojnasobek prvniho gadku(Rsz := Rz 2R;) aod
etvrtého odeétemetro jnasobek prvniho gadku(R4 := Ry 3R3).

0 1 0 1 0 1
3 3 1 o0 1 1 1 1 1 1 1 1
A= 2 2 2 1§ % 2 2 2 1§ %o 0 4 3§
2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1
3 1 1 o0 3 1 1 0 3 1 1 0
0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
%o 0 4 3 %o 0 4 3§
0O 3 1 3 0O 3 1 3
3 1 1 0 0 4 4 3

Ve druhém sloupci mame zasena hlavni diagonalenulu. Ani v jinych gadciti druhého sloupcenenijednigka.
Ale kdy¥iod étvrtého gadku odeétemetgeti, budeme mit ve étvrtém gadku druhého sloupce jednieku
(R4 := R4 R3). Pak pgehaime druhy a étvrty gadekR, ! R4 a nakonecod tgetiho gadkuodeéteme
tro jnasobek druhého gadku(R3 := R3  3R3).

0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A %o 0 4 3§ %o 0 4 3§ %o 1 3 o§ %o 1 3 o§
O 3 1 3 o 3 1 3 o 3 1 3 0O 0 8 3
0O 4 4 3 o 1 3 0 O 0 4 3 O 0 4 3
Pgehalimejelti tgetiaétvrty gadekR; ! R4 apotom od étvrtého gadkuodeetemedvojnasobek tgetiho

ﬂéde(R4 = Ry 2R3)
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0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A %o 1 3 o§ %o 1 3 o§ %0 1 3 o§
0 0 8 3 0 0 4 3 0 0 4 3
0 0 4 3 0 0 8 3 0 0 0 9
3. Matici A upravte na horni tro juhelnikovou.
0 1
1 2 1 0
2 1 1 1
A‘% 11 2 2§
0 3 3 4

V prvnim gadkuprvniho sloupce mamejedniéku, tak jen od druhého gadkuodeétemedvojnasobek prvniho
gadku(R2 ;= R, 2R;) a ke tgetimu prvni gadekpgieteme(R3 ;= R3 + Rj).

0 1 0 1 0 1
12 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0

A:% 21 1 1 % 0 3 3 1§ %o 3 3 1§
11 2 2 1 1 2 2 0 3 3 2
03 3 4 0 3 3 4 0 3 3 4

Ve druhém sloupci mame na diagonale éislo 3, ale v daltich gadcity tohoto sloupce jsou jeho nasobky
Staéitedy ke tgetimu a étvrtému gadkudruhy gadekpgieist(Rz := Rz + R2; R4 := R4+ Ry).

0 1 0 1 0 1
1 1
0 § %o
A %o 0
0 0

¢ B :

Easto selpravy zapisuji Gsporniji. Zapisuje sea¥4iprava celych sloupcu. T@ebaposlednipgikladbychom zapsali
jenom

OO wWwN
OO Wtk
Wk EFkOo

WWwWwN
wWwWwweEk
ADNEFO
WO WN
WO wEk
AR RO

0 1 0 1 0 1
12 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0

A:% 2 1 1 1§ %o 3 3 1§ %o 3 3 1§
11 2 2 0 3 3 2 0O 0 0 1
03 3 4 0 3 3 4 0O 0o 0 3

Pgijakémkoli pzkracovaniy zapisuale musimedavat pozor, abychom pracovali s aktualnimi gadky Napgikladve
druhém pgikladu by nik oho mohlo napadnout, ¥eod étvrtého gadkuodeete prvni (tim ziska nulu v poslednim
gadku), potom ke druhému pgietetgeti (tim ziska nulu ve druhém gadku) a nakonec ke tgetimu gadku pgiete
druhy (a tim ziska nulu ve tgetim gadku). Prvni dvi Gpravy byly v pogadku,ale tu tgeti takto provést nejde,
proto¥edruhy gadeku¥sje upraveny a ma v prvnim sloupci nulu. Nemu¥emepracovat s neupravenym gadlem.
Toto je velmi éastachyba, které seureiti nedopustite, budete-li vichny Gpravy dilat tak, ¥ek sadkumbudete
pgiéitat nijaky nasobek prvniho (pokud chcete pvynulovaty prvni sloupec) gadku.Proto je tak vyhodné nejprve
matici upravit tak, aby v levém hornim rohu (prvek a;;) byla jedniéka. Pokud upravujete druhy sloupec, je
dobré pgiéitat nasobky druhého gadkuatd.

Proto¥sesi budemechtit ukézat, jak souvisityto Upravy s nasobenim matic ureitymi speciélnimi maticemi (gilka
sejim elemerarni transformaéni matice), popiteme si elemerarni Upravy pgesniji (ppojmenujemey si gadky
resp. sloupce, ...)

3.3.9 De nice Elementarnimi gadkovymi Upravami jsou
1. Pgehozeni-tého a j -tého gadku.
2. Vynasobeni i-tého gadkunenulovym realnym eislem .

3. Pgiéteni -nasobkui-tého gadkuk j-tému gadku,kde 2 R.
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Elementarnimi sloupcovymiUpravami jsou
1. Pgehozeni-tého a j -tého sloupce.
2. Vynasobenii-tého sloupce nenulovym realnym eislem .

3. Pgieteni -nasobkui-tého sloupcek j-tému sloupci, kde 2 R.

3.3.10 De nice Elementarni transformaéeni matice jsou matice, které vznikly z jednotkové matice nikterou
elemenarni gadlovou nebo sloupcovou Upravou.

3.3.11 Poznamk a Pokud elemerarni transformaéeni matice vznikla nijak ou elemenarni gadlovou Gpravou,
vznikla i nijak ou elemenéarni sloupcovou Upravou a naopak. Napgiklad vznikla-li matice pgehozenimdruhého
a tgetiho gadkuv jednotkové matici, vznikla také pgehozenindruhého a tgetiho sloupce této matice. Vynasobe-
nim druhého gadkujednotkové matice éislem5 ziskametoté¥a,co vynasobenim druhého sloupce éislem5. A kdy¥4
k druhému gadkujednotkové matice pgietemedvojnasobek étvrtého gadku, ziskhme stejnou matici, jako kdy¥a
ke etvrtému sloupci jednotkové matice pgietemedvojnasobek druhého sloupce.

Zamysleme se nyni nad tim, jak se zmini matice, vynasobime-li ji zleva nebo zprava nijak ou elemenarni
transformaéni matici.

3.3.12 Pgiklady Uva¥aujmeopit matici 0

1
a b ¢
A=@d e f A
g h i

Nasobmeji nejprve zleva.

1. Nejprve vynasobimetuto matici matici T, kterd vznikla z jednotkové pgehozenimprvniho a druhého
gadku,tedy
0 0 1
T,=@1 A
0

[eNeN
= OO

Polo¥meC = T, A. Prvni gadekmatice C ziskametak, ¥ervnim gadlem matice T 1 postupni nasobime
jednotliv é sloupce matice A. Zgejmi dostanemedruhy gadekmatice A. Druhy gadekmatice C ziskame
analogiky, kdy¥pou¥sijemeadruhy gadekmatice T ;. Zgejmi jen opitemeprvni gadekmatice A . Ve tgetim
gadkumatice C bude tgeti gaddekmatice A . Plati tedy

0 10 1 0 1
010 a b c d e f
T, A=@1 0 0A @d e f A=@a b cA
001 g h i g h i

Jevidit, ¥amatice C seod matice A liti jentim, ¥ama pgehozen@rvni dva gadky Analogicky, kdybychom
matici A nasobili zleva matici, ktera vznikla z jednotkové pgehozenimdruhého a tgetiho gadku, ziskime
matici, ktera vznikla z matice A pgehozenimdruhého a tgetiho gadku.Obecni Ize gici, %ekdy¥4lib ovolnou
matici nasobimezleva matici, ktera vznikla z jednotkové pgehozenim-tého a j -tého gadku,ziskime matici,
kterd vznikla z puvodni pgehozenini-tého a j -tého gadku.

2. Nyni vynasobimematici A matici T ,, ktera vznikla z jednotkové vynasobenim tgetiho gddkudvima, tedy
0 1

1
TZZ@O A
0

[l ]
N OO

Polo¥smeC = T, A. Prvni dva gadky matice C budou stejné jako prvni dva gadky matice A. Ve tgetim
gadkumatice C bude dvojnasobek tgetiho gadkumatice A . Plati tedy
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Nyni

0 1 0 1 O 1
1 00 a b ¢ a b c

T, A=@0 1 0A @d e fA=@ d e f A
0 0 2 g h i 29 2h 2i

Je vidit, ¥ematice C se od matice A liti jen tim, ¥ema ve tgetim gadku dvojnasobek tgetiho gadku
matice A . Obecni, kdy¥ib ovolnou matici nasobimezleva matici, kter4 vznikla z jednotkové vynasobenim
i-tého gadku nenulovym realnym éislem, ziskame matici, ktera vznikla z puvodni vynasobenim i-tého
gadkutimto realnym éislem.

. Nakonecvynasobimematici A matici T 3, ktera vznikla z jednotkové tak, ¥.gsmek prvnimu gadkupgiéetli
tro jnasobek taetiho gadku, tedy 0 1
10 3
Ts=@0 1 0A
0 01

Polo¥%meC = T3 A. Druhy a teeti gadekmatice C budou stejné jako druhy a tgeti gddekmatice A.
V prvnim gadkumatice C bude souéetprvniho a tro jnasobku tgetiho gadkumatice A . Plati tedy

0 10 1 0 1
1 0 3 a b c a+ 39 b+3h c+3i

T: A=@0 1 0A @d e f A=@ d e f A
0 01 g h i g h [

Je vidit, ¥ematice C seod matice A liti jen tim, ¥%ema v prvnim gadkusoueetprvniho a tro jnasobku

tgetiho gadkumatce A . Obecni, kdy¥iib ovolnou matici ndsobimezleva matici, ktera vznikla z jednotkové

pgiétenim -nasobku j-tého gadku k gadkui-tému, ziskhme matici, ktera vznikla z puvodni pgietenim
-nasobkuj -tého gadkuk gadkui-tému.

budemematici A nasobit transformaénimi maticemi zprava.
. Nejprve vynasobime matici A matici T, kterd vznikla z jednotkové pgehozenimprvniho a druhého
sloupce, tedy 0 1
010
T.=@1 0 0A
0 01
Polo¥ameC = A T;. Prvni sloupec matice C ziskAme tak, ¥epostupni vynasobime jednotlivé gadky
matice A prvnim sloupcem matice T; . Zgejmi dostanemedruhy sloupec matice A . Analogicky ziskame
druhy sloupec matice C, kdy¥pou3¥iijemedruhy sloupec matice T ;. Zgejmi jen opiteme prvni sloupec
matice A. Ve tgetim sloupci matice C bude tgeti sloupec matice A . Plati tedy
0 10 1 0 1
a b c 010 b a c
AT,=@d e fA @1 0 0A=@e d f A
g h i 0 01 h g i
Je vidit, ¥ematice C se od matice A liti jen tim, 3ema pgehozenéorvni dva sloupce. Analogicky,
kdybychom matici A néasobili zprava matici, ktera vznikla z jednotkové pgehozenimdruhého a tgetiho
sloupce, ziskime matici, ktera vznikla z matice A pgehozenindruhého a tgetiho sloupce. Obecni Ize gici,
Yaekdy¥4lib ovolnou matici nasobimezprava matici, ktera vznikla z jednotkové pgehozenini-tého a j -tého
sloupce, ziskame matici, ktera vznikla z puvodni pgehozenini-tého a j -tého sloupce.
Nyni vynasobimematici A matici T ,, ktera vznikla z jednotkové vynasobenim tgetiho sloupce dvima,
tedy 0 1
100
T,=@0 1 0A
0 0 2

Polo¥smeC = A T,. Prvni dva sloupce matice C budou stejné jako prvni dva sloupce matice A. Ve
tgetim sloupci matice C bude dvojnasobek tgetiho sloupce matice A . Plati tedy
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0 10 1 0 1
a b c 1 00 a b 2c

T, A=@d e f A @0 1 0A=@d e 2f A
g h i 0 0 2 g h 2

Je vidit, ¥ematice C seod matice A liti jen tim, ¥ema ve tgetim sloupci dvojnasobek tgetiho sloupce
matice A . Obecni, kdy¥dib ovolnou matici nasobimezprava matici, ktera vznikla z jednotkové vynasobenim
i-tého sloupce nenulovym reélnym eislem, ziskame matici, kterd vznikla z puvodni vynasobenim i-tého
sloupce timto redlnym eislem.

3. Nakonec vynasobime matici A matici T3, ktera vznikla z jednotkové tak, 3ejsme k prvnimu sloupci
paiéetlitro jnasobek tgetiho sloupce, tedy

0 1
T3:@ A

w ok
[N N e]
= O O

Polo¥smeC = A T 3. Druhy a tgeti sloupec matice C budou stejné jako druhy a tgeti sloupec matice A.
V prvnim sloupci matice C bude soueetprvniho sloupce a tro jnasobku tgetiho sloupce matice A. Plati

tedy
0 1 0 1 1
a b c 1 00 a+3c b ¢
A Tz3=@d e fA @0 1 0A=Q@d+3f e f A
g h i 301 g+3i h i

Je vidit, ¥ematice C seod matice A liti jen tim, %ema v prvnim sloupci soueetprvniho a tro jnasobku
tgetiho sloupce matice A. Obecni, kdy%alib ovolnou matici nasobimezprava matici, ktera vznikla z jed-
notkové pgietenim -nasobku j-tého sloupce k sloupci i-tému, ziskame matici, ktera vznikla z puvodni
pgiétenim -nasobkuj -tého sloupce k sloupci i-tému.

3.3.13 Tvrzeni Nasobime-lilib ovolnou matici zleva nijak ou elemenarni transformaéni matici, ziskame ma-
tici, ktera vznikla z puvodni matice stejnou gadlovou Upravou, jakou vznikla transformaéeni matice z matice
jednotkové.

Nasobime-lilib ovolnou matici zprava nijak ou elemendarni transformaéni matici, ziskame matici, ktera vznikla
z puvodni matice stejnou sloupcovou Upravou, jakou vznikla transformaéeni matice z matice jednotkové.

Pgedtozi tvrzeni viastni gila, ¥aenasobeni zleva nijak ou elemerarni transformaéni matici odpovida nijak &
elemenarni gadlova Uprava a ndsobkenizprava nijak ou elemerarni transformaéenimatici odpovida nijak a sloup-
cova Uprava. Mu¥emge ale také obratit a ka¥dowelemenarni Upravu provéstjako nasobeni (zleva nebo zprava)
nijak ou elemerarni transformaéni matici. O tom hovoginéasledujicitvrzeni.

3.3.14 Tvrzeni Ned» matice B vznikla z matice A nijak ou elemenarni gadlovou Upravou. Potom existuje
elemenarni transformaéni matice T takova, %eB = T A.

Nedh» matice B vznikla z matice A nijak ou elemerarni sloupcovou Upravou. Potom existuje elemerarni
transformaéni matice T takova, %eB = A T.

Dukaz. Pro gadlové Upravy nasobimematici zleva elemenarni transformaénimatici, ktera vznikla z jednotkové
po¥sadeanou elemenarni gadlovou Upravou.

Pro sloupcové Gpravy nasobimematici zprava elemenarni transformaéni matici, ktera vznikla z jednotkové
po¥sadweanou elemenérni sloupcovou Gpravou. -

3.3.15 Pgiklady Uvaujmeelemenarni gadlové a sloupcové Upravy matice
0 1
c
A=@ fA:
[

Q o w
>0 T
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1. Nejprve pgehaime prvni a tgeti gddek.Tomu odpovida nasobeni zleva matici

0 1 0 1 0 1 0 1
0 01 0 01 a b c g h i
T=@0 1 0A; proto¥se @0 1 0A @d e fA=@d e f A:
1 00 1 00 g h i a b c
2. Nyni vynasobimedruhy gadekéislem3. Tomu odpovida nasobeni zleva matici
0 1 0 1 0 1 0 1
1 00 1 00 a b c¢ a b c
T=@0 3 0A; protose @0 3 0A @d e f A=@3d 3e 3f A:
001 001 g h i g h i

3. Nakonecke tgetimu gadku pgiétemedvojnasobek druhého gadku. Tomu odpovida nasolkeni zleva matici

0 1 0 1 0 1 O 1
100 1 00 a b c a b c
T=@0 1 0A; proto¥se @0 1 0A @d e f A=@ d e fA:
0 21 0 21 g h i g+2d h+2e i+ 2f

4. Nejprve pgehalime prvni a tgeti sloupec. Tomu odpovida nasobeni zprava matici

0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 a b c 0 0 1 c b a
T=@0 1 0A; proto¥se @d e f A @0 1 0A=Q@f e dA
1 00 g h i 1 00 i h g
5. Nyni vynasobimedruhy sloupec éislem3. Tomu odpovida nasobkeni zprava matici
0 1 0 1 0 1 0 1
1 00 a b c 1 00 a 3b c
T=@0 3 0A; proto¥%se @d e f A @0 3 0A=@d 3e f A:
0 01 g h i 0 01 g 3h i
6. Nakonecke tgetimu sloupci pgietemedvojnasobek druhého sloupce. Tomu odpovida nasokeni zprava matici
0 1 0 1 O 1 0 1
1 00 a b c 1 00 a b c+2b
=@0 1 2A; protovee @d e f A @0 1 2A=@d e f+2A:
001 g h i 001 g h i+2h

3.3.16 Poznamk a V pgedtozic pgikladed jsme transformaénimi maticemi v¥dynasobili étvercovou matici.
Bylo to proto, abychom mohli ndsobit zprava i zleva. Podobni Ize ale nasobit i matice obdélnikové, napg.

0 1 0 1 0 1
1 00 a b a b
@0 3 0A @¢c dA=@3c 3dA; druhy gadekvynasobeny taemt
0 01 e f e f
0 1
a b c 100 a 3b c
@0 3 0A= : druhy sloupec vynasobery tgemi
d e f d 3e f
0 01
3.4 Cvieeni
1. Spoétite A B, jestlivse
@) 0 1 0 1
1 1 2 0 1 1
A=@2 1 O0A; B=@ 2 1 1A
1 2 1 1 2 2

1. gijna 2007 56 Anna Kalousova: Uvod do algebry



57

(b)
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(b)

(©

(d)

0 1 0 1
1 1 1 1 2 1
A=@1 0 1A. B=@2 o0 2A
1 1 1 1 2 1
0 1 0 1
111 110
A=@ 01 1A: B=@ 1 0 1A
101 111
0 1 0 1
1 1 1 10 1
A=@2 0 1A; B=@ 1 1 1A
1 1 o0 01 2

4. Najdite matici A, aby pro viechny hodnoty a;b;c;d;e;f;g; h;i; j; k;| platilo

@)

(b)

(©

(d)

(e)

(f)

3.5 Vysledky

1. (@

1. gijna 2007

1
c+2g d+ 2h
d A

3h

1 0

c d a+2e b+ 2f
f ghhA=@i a j b k c |
i ko 3e 3f 3g

2e i 2t 2g k 2h | 1
ate+i b+tf+j c+g+k d+ h+|
i 2a i 2 k 2c | 2d
i+ a j+b k+c |+ d

0
ggfc a+j b+ k c+ |
A% H § @ g+ 2d h+2 i+2f A
?k d+g | e+h k f+i |

1

b c b c+2b
ef§ e f+ 2
h i K AT h i+ 2h
k k 1+ 2k

20a

% 2f .d§

—Q o w

2c+a 2a
2f +d 2d
2i+g 29
20+ 2

2b
2e
2h
2k

a+ 2b
d+ 2e
d+ 2h
j+ 2k

a c¢c a+2
e g e+2h A
i k i+2

b+2d c
=@f+2h g
k

b
f
j+ 2 j

@O
N b
[EnY
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3.5. Vysledky
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(c) Komutuji.

(d) Nekomutuiji.
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Kapitola 4

Determinan ty

Determinant matice je (reélné) eislo, které matici ureitym zpusobem charakterizuje. Jeho mytlenka vznikla ze
snahy najit nijaky vztah mezi koe cienty soustavy linearnich rovnic a jejim gelenim.V Evropi se objevila
v 17. stoleti u Gottfrieda Wilhelma Leibnize, ve stoleti nasledujicim pak Gabriel Cramer formuloval pravidlo
pro gelenisoustay linearnich rovnic, které pou¥ia determinanty matic. Nazev determinant pak pochazi od
Augustina Louise Cauchyho. Determinanty maji i geometridkou interpretaci, Ize je toti% chapat jako objem
ureitého rovnobi¥anostinu. Ale determinanty hraji vyznamnouroli i v jinych oblastech matematiky.
Determinant Ize de novat nik olika navzajem ekvivalentnimi zpusoby, ale ¥%ady z nich neni jednoduchy.
De nice, kterou budemeformulovat, je zalo¥.enaa pojmu permutace povizme si tedy nejprve nico o nich.

4.1 Permutace

4.1.1 Denice Permutace na mno%iniM = f1;2;:::;ng je libovolna bijekce (vzajemni jednoznaénézob-
razeni) mno%iy M na sebe samu. Jestli%ze( i) = p; proi = 1;2;:::;n, mu¥%emeapsat permutaci  ve tvaru
tabulky

1 2 i n

Pr P2 I Pn
Pokud jsou v prvnim gadkutabulky éisla uspogadanaod nejmentiho k nejvittim u, gikame, ¥eje permutace
zapsanav zékladnimtvaru, pokud jsou v jiném pogadi,je zapsanav ob&ném tvaru. Prvek, ktery sezobrazuje
sam na seke, nazveme samodru¥snympokud se nezobrazujesam na seke, je nesamodru¥any

4.1.2 Pgiklad Na mno%iniM = f1;2;3;4g jsou

= W

1 2 4 2 1 3 4 4 3 2 1 1 2 4 3

2 3 4 3214 4 1 3 2 2 3 41

ruzné tvary permutace , pgiéem3ten prvni je zakladni. Eislo 4 je samadru¥aym prvkem, ostatni &isla jsou
nesamaru¥sna.

4.1.3 Vita Mno%inaM = f1;2;:::;ng ma pravi n! navzdjem ruznych permutaci.
Dukaz. Vitu budemedokazovat matematickou indukci podle n.

1. Pro n = 1 existuje zgejmi jedind permutaceato = 1
2. Nyni dokd¥emeéndukeni krok. Pgedmkladadme, ¥evrzeni plati pro mno¥%im f 1;2;:::; ng, to znamena,¥%e
existuje n! navzajem ruznych permutaci této mno%iy. Uk&d¥seme¥semno¥sing 1;2;:::; n; n+ 1g ma potom
(n + 1)! navzajem ruznych permutaci.
Zamysleme se nejprve nad tim, v kolika permutacich se éislon + 1 vyskytuje na prvnim misti. Zgejmi
v n! permutacich. Znamenato toti% pouzeto, ¥eve viech permutacich mno¥iy f1;2;:::;ng napileme
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62 Kapitola 4. Determinanty

v tabulce pod eislol eislon + 1 a ostatni eislav druhém gédkuo jedno misto posuneme Nech» je nijak a
permutace mno¥iry f1;2;:::;ng, napitemesi tabulku této permutace

_ 1 2 3 i n
© Pt P2 Ps il opn
Odpovidajici permutace mno%iy f1;2;:::;n;n + 1g, kde na prvnim misti je éislon + 1, pak je dana
tabulkou
1 2 3 n n+1
n+1 pr P2 X Po1 Pn

Analogicky sev n! permutacich vyskytuje eislon + 1 na druhém misti (v tabulce nechame na svém misti
eislopod 1, pod 2 napitemen + 1 a ostatni eislao jedno posuneme).

1 2 3 n n+1
pr n+ 1 P2 IT Pnoa Pn
Stejny je i poeet permutaci, kde je n + 1 na tgetim, etvrtém, ..., n-ttm a (n + 1)-nim misti. Celkovy

poéet permutaci ziskame, kdy¥a(n + 1)-krat seétemen!, tedy existuje
(n+1) nl=(n+ 1)!
ruznych permutaci na mno%inif1;2;:::;n;n+ 1g

Tim je tvrzeni dokazano. -

4.1.4 Pgiklad Na M

f 1; 2g existuje 2! = 2 permutace. Jsou to

_ 12 1
= 2=

2
! 12 1

4.1.5 Pgiklad Na M = f1;2; 3g existuje 3! = 6 permutaci. Jsouto
2 3 _ 123

w N -
= W w w

NN =N

2 3 1 3 2
2 3 1 2 3
31 3 1 2

Nk, R

4.1.6 Denice Permutaci | mno%iy M = f1;2;:::;ng nazveme identickou, je-li ka¥.dyprvek mno¥%iy M
samadru¥alym, tedy

| = 1 2 n
12 n
4.1.7 Denice Ned» = ; 5 g je permutace mno¥airy f1;2;:::; ng. Permutaci
1 P2 i P
1-  P1 P2 it P
1 2 i n
nazvemeinversni permutaci k permutaci .
4.1.8 De nice Nedw»
_ 1 2 =i _ P1 P2 i P
1= a 2=
Pr P2 i Pn S1 S i Sy

jsou dvi permutace na mno%iniM = f1;2;:::;ng. Soueinempermutaci 1 a » nazvemepermutaci

1 2 i n
S1 S il Sy
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4.1.9 Poznamk a Divame-li se na permutace jako na zobrazeni, je zgejmi identickd permutace identickym
zobrazenim, inversni permutace zase inversnim zobrazenim. Souein permutaci odpovida skladani zobrazeni.
Proto nasobimejakoby ppozpatkuy.

4.1.10 Pgiklady V pgikladu4.1.5jsme si vypsali viechny permutace na mno¥inif 1; 2; 3g.
1. Permutace 1 je zgejmiidentick&. Je inversnisamak sobi.

2. Také permutace 2, 3, ¢ jsouinversnisamy k sobi, nebo»

.. 132 _ 123 _
2~ 123 -~ 132 — 2%
.. 213 _ 123 _
83~ 123 -~ 213 — *®
.. 321 _ 123 _
6~ 123 -~ 321 - ¢

K permutaci 4 je inversnipermutaci s, k permutaci s je inversnipermutace 4, nebo»

.. 231 _ 123 _
47 123 ~ 312 — %
. 312 _ 123 _
5~ 123 ~ 231 ~ 4

B _ _ _ _ . 123 _
123 ~ 17

4.1.11 Poznamk a Néasobeni permutaci je ascciativni, identicka permutace je neutrélni vzhledem k nasobkeni
permutaci. Ke ka¥sdépermutaci existuje permutace inversnia plati, ¥esouéinemtic hto dvou permutaci je per-
mutace identickd. Neni ale komutativni. Vidime, ¥en!-prvkova mno¥inapermutaci na mno%inif1;2;:::;ng
s operaci souéiru spléuje axiomy grupy, jak byly uvedery v 1.2.1. Nazyva sesymetricka grupa permutaci a zna-
eimeji S,.

4.1.12 Denice Nedw» je permutace na n-prvkové mno%aini.Inversi nazvemeuspogadanoudvoijici eisel(i; j)
takovou, e < j a (i)> ().

4.1.13 Pgiklad Permutace 1 v pgikladu 4.1.4 nema %adnouinversi, permutace , ma jednu inversi, toti¥
uspogadanoudvojici (1;2). Plati toti¥s, %el < 2,ale (1) =2> 1= ,(2).

4.1.14 Pgiklad Permutace ; v pgikladu 4.1.5 nema %adnouinversi, permutace , ma jednu inversi, toti¥s
uspogadanoudvojici (2; 3). Plati toti%, %e2 < 3,ale ,(2) = 3> 2= ,(3). Podobni permutace 3 ma jednu
inversi, uspogadanoudvojici (1;2), permutace 4 dvi inverse(1;3) a (2;3), permutace 5 dvi inverse(1;2)
a (1;3) a permutace ¢ taiinverse(l;2), (1;3) a (2; 3). V nasledujicid tabulkach tic hto permutaci jsou inverse
vyznaeery oblougky.

12 3 12 3 12 3
1= 1 2 3 27 1 3 2 37 21 3
12 3 12 3 12 3
47 2 31 5T 31 2 6= 3 21

4.1.15 Denice Znaménkopermutace (sgn) jerovno 1, pokud ma permutace sudy poéetinversi,a 1,
ma-li jich lichy poéet. Mu¥%emeedy psat sgn = ( 1)P; kde p je poéet inversi permutace
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4.1.16 Pgiklad Znaménka permutaci z pgikladu4.1.4jsou
sgn 1= ( 1)°=1; sgn ,=( 1)'= 1

4.1.17 Pgiklad Znaménka permutaci z pgikladu4.1.5jsou

sgn 1= ( 1)°=1 sgn 2=( D'= 1 sgn 3=( D'= 1

sgn 4= ( 1’=1 sgn s=( 1)°=1 sgn 6= ( 1)°= L
4.1.18 Vita Permutace a ! maji stejnéznaménio.
Dukaz. Pokud dvoijice (i; j) je inversipermutace , platii<ja (i)> (). Oznaeme(i)=ka (j)=1.
Potom zgejmi (k) = i a I(I) = j. Plati tedy, %el < ka 1(I) > (k) a dvojice (I;k) je inversi

permutace 1. Naopak ka¥sdéinversi permutace ' odpovida inverse permutace . Obi permutace maji
shodny poeetinversi, a proto maji i stejné znaménlo. -

4.1.19 Denice TranspoziceT;j je permutace, kter4 pouzeprohodi éislai aj. Tedy

[ S ¢
josiioioioon

1 2
T = 1 2
4.1.20 Tvrzeni Ka¥adoupermutaci mu¥semanapsatjako souéinvhodnych transpozic.
Dukaz. Budeme postupovat rekurentni. OznaemeTy k-tou provedenoutranspozici a polo¥sme
k=Tk Tk 2 T2 Ta:
Polo¥ameTy = Ty, 1y , zeejmi 1 = T;. Co vlastni tato transpozice provedla? Zajistila, ¥egislul je pgigazeno
eislo (1).

Dal'i transpozicije T = T (5.2 . Tazajisti, ¥eislu2 je pgigazeneislo (2). Stejni postupujemedale, v¥dy
polo%imeTy = T , (k). ( k). Nakonecdostaneme,¥e

= n1=Tah1 T2 T1:

No, malinko jsme to otidili, proto¥semo¥snaniktera z tich nalich ptranspozicy vubec transpozice nebyla, ale
byla to identita (nebylo potgebanic pgehazwat). V tom nalem soueiru tyto pfalelnétranspoziceyvynechame.

4.1.21 Pgiklady

1. Uva¥aujmepermutaci

_ 12 3 45
T 32 451
Nejprve provedemetranspozici T;.3, kter4 pgehdali éislal a 3. Je tedy
- T = 1 2 3 45
1717 321 45

Proto¥%e 1(2) = 2, bude dal*i ptranspoziciy T2 = T, ) = T2;2. Mame
T, = 1 2 3 45 a _ 1 2 3 45
27 12 3 45 27 321 45
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Proto%e 2(3) = 1, bude dal*i ptranspoziciy T3 = Ty, (3 = T14. Mame

.- 12345 a 123 45
8T 4 2 315 8T 32 415

Proto¥se 3(4) = 1, bude posledniptranspoziciy T4 = Ty, 4y = T1;5. Mame

T, = 1 2 3 45 a _ 1 2 3 45 _
4T 52341 47 32451 °
Proto%4€T, nehyla transpozice, ale identita, musimeji vynechat. Plati tedy, %e

= T4 T3 T]_:

Uva¥aujmepermutaci
1 23 45
2 3156 4

Nejprve provedemetranspozici T;.,, kterd pgehdali éislal a 2. Je tedy

(o]

_1.- 123456
1= 717 21 3 456

Proto%e 1(2) = 1, bude dal*i ptranspoziciy T2 = Ty, 2y = Ty;3. Mame

T_123456 a _ 1 2 3 456
27 321 456 27 231 45686
Proto%e 2(3) = 1, bude dal*i ptranspoziciy T3 = Ty, (3 = Ti;1.
;.- 123456
37 123 456
To je opit identita, kterou vynechame.
Proto¥se 3(4) = 4, bude dal*i ptranspoziciy T4 = Ts, 4y = T45. Mame
- 123456 a 123 456
T 1235 46 4T 2315 4686
Proto¥e 4(5) = 4, bude posledniptranspoziciy Ts = T4, 5y = Ta;e. Mame
T_123456 a _ 1 2 3 456 _
®7 123656 °7 231564
Plati tedy, %e
= T5 T4 T2 T]_:

4.1.22 Poznamk a Rozklad permutace na souein transpozic neni uréen jednoznaeéni, ale pro ka¥sdoupermu-
taci plati, ¥eka¥dyjeji rozklad obsahuje sudy poéet transpozic nebo ka¥dyjeji rozklad obsatuje lichy poéet
transpozic.

4.1.23 Vita Znaménko transpoziceT;; je -1.

Dukaz. Spoéitameinversev této permutaci. Jsouto viechny uspogadanévojice (i; k), kdek 2 fi+1;:::;j 1g,

tedyj i 1inversi,daleviechny dvojice (k;j), kdek 2 fi+ 1;:::;j 1g,takéj i 1inversiauspogadana
dvojice (i; j ). Dohromady je inversi2 (j i 1)+ 1,to znamenalichy poéet. Znaménko této permutaceje 1.
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4.1.24 Tvrzeni Ned» je permutace na mno¥%inif1;2;:::;ng. Oznaémeznam = ( 1)!, kde t je poéet
transpozic, na které serozklada permutace . Potom sgn = znam

Dukaz. Staei nam vlastni dokazat pouzeto, ¥ekdy¥svynasobimelib ovolnou permutaci nijak ou transpozici,
zmini sejeji parita; pokud byla permutace suda, stane se lichou, pokud byla licha, stane se sudou. Tedy ¥%e
pgibudenebo ubude lichy poéet inversi. Kdy¥atoti¥% permutaci rozlo¥imena soueintranspozic, tak pravi poéet
transpozic gild, kolikrat jsme ppgidaliy nebo pubraliy lichy poeet inversi. Je-li tedy poéet transpozic sudy, je
sudy i poéetinversi, je-li lichy, je lichy i poéetinversi.

Proto¥enasobeni permutaci neni komutativni, mili bychom uva¥smat ndsobeni z obou stran. K dukazu vity

staéi jen jedno nasoleni, proto¥seje jedno, jestli zaénemezleva a budeme postupovat doprava, tj. udilame
pposledniy transpozici a pak se podivame, co jsme museli udilat pgedtim, nebo zprava, tj. nejprve udilame
prvni transpozici, pak druhou,...Udilame pgestooba dukazy. Zaeit zleva (tj. nasobit zprava) je jednodu®ti
na zapis dukazu, zaéit zprava (nasobit zleva) je logiétijti, proto¥setak jsme pgitom rozkladani na transpozice
postupovali.

1. Zaenemes dukazem, ¥sevynasobime-li nijak ou permutaci  zprava transpozici T;; , kde i < j, zmini se

poéetinversio lichy poeet. Nasokeni zprava vlastni znamena,¥%enejprve udilame transpozici (pgehalime
i aj) apotom provedemepermutaci . Tedy

1 2 [ S L n
Q) 2 oo () o) o (n)

Inversemusemeozdilit do nik olika skupin. Do prvni skupiny budou patgit inverse,ve kterych se nevy-
skytuje i ani j. Tyto inversezustanou zachovany. Druhou skupinu tvogiinversetypu (k;i) a (k;j), kde
k < i(<j), resp.inversetypu (i; k) a (j; k), kde (i <)j < k. Také ony zustanou zachovany. Tgeti skupinou
budou inverse,pro které i < k< j.

Nedh» (k) < (i) a (k) < (]), inverse(i; k) zustane zachovana. Podobni je tomu v pgipadi, ¥e
(k)y> (i)a (k) > (]j) potom zustane zachovana (k;j). Zbyvaji pgipady ( j) < (k) < (1)
a (1)< (k)< (j) V tom prvnim jsou v permutaci inverse (i; k) a (k;j), které po provedeni
transpozicezmizi. V tom druhém naopakv permutaci  inversenenia po provedenitranspoziceseobjevi
inverse(i; k) a (k;j).

Zatim ke zmini parity nedo?lo. Bui senic nezminilo nebo pgibyly éi naopak ubyly dvi inverse.Ale jelti
mame jednu dvojici, o které jsme zatim neuva¥swali, a tou je (i;j). Pokud ( i) < ( j), nebyla tato
dvojice inversi. Po ppgehozeniiale inversi je. Pokud naopak ( j) < ( i), je tato dvojice inversi, kde¥ito
po ppgehozeniju¥inversi neni. Dvojice (i; j) tedy zpusobi, ¥ese parita permutace zmini.

1= Ti;j =

. Nyni budemepermutaci  nasobit transpoziciT;; , kdei < j, zleva. Tomu odpovida, ¥senejprve provedeme

permutaci a potom pgehalimei aj. Oznaémesip= (i) ag=  (j). Potom
I _ 1 2 iop oiog oo ) i
2= Tjj @ @ i osidioi o (n)y pokud p< g
nebo
1 2 N i i n
2= Tij - (1) 2 ? i jp o (n) » pokud q< p:

Opit mamenik olik skupin inversi.Tou prvni jsouinverse,ve kterych senevyskytuje p ani g. Ty samozgejmi
zustanou zachovany. Dal'i skupinu tvogiinversetypu (k;p) a (k;q), kde (i <)j < ( k) a (p;k) a (q; k),

kde ( k) < i(< j). Ty také zustanou zachovany. Zbyvaji pgipady kdy i < ( k) < j.

Pokudk < pak < g, budememisto inverse(k; p) mit inversi(k; ), pokud p< k aqg< k budeinverse(q; k)

nahrazenainversi(p;k). Pokud p < k < g, objevi sev permutaci , dvi novéinverse(p;k) a (k; q), pokud
g< k < p, mamev permutaci inverse(q; k) a (k;p), které v permutaci , u¥inverseminejsou. Opit

zatim ke zmini parity nedotlo. Tu zasezpusobi dvojice (p;q), resp. (g; p). Pokud toti¥%p < g, pak (p;q)

neni inversiv permutaci , ale je inversiv permutaci ,, pokud p > q, pak (q; p) je inversiv permutaci
, aleneniinversiv permutaci ,: Tim seopit zmini parita permutace.
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4.1.25 Pgiklady V'e si zasemu¥semelustrovat na nik olika pgikladed.

1. Uva¥aujmetranspozici T,.¢ a permutaci

1234567
- 36257 1

- O

ermutaci

1 23 456 7
3425761

Po vynasobeni permutace  zprava transpozici T,.¢ ziskime
1= Tae=

Do prvni skupiny inversi patgi ty, v nich¥se nevyskytuje ani 2 ani 6. Jsouto (1;3), (1;7), (3;7), (4;7)
a (5; 7). Do skupiny druhé patgiinverse(2;7), (6;7), proto¥e2 < 6 < 7. Vlechny tyto inversesevyskytuji
v permutaci atakév ;.

Dale mame (3) = 2<6= (2) a (3) = 2< 4= (6). Tomu odpovida inverse(2;3), ktera se opit
vyskytuje v obou permutacich. Podobni je (5) = 7> 6= (2) a (5) = 7> 4= (6), eenu¥odpovida
inverse(5;6) opit v obou permutacich.

Proto¥seje (4) = 5< 6= (2) a (4 =5> 4= (6), mamev permutaci inverse(2;4) a (4;6).
V permutaci ; u¥atak tyto dvojice inverseminejsou.

Posledniinversiv permutaci  je (2;6), ktera u¥alev 1 inversineni.V permutaci ; je tedy o ta@i inverse
méni ne¥» permutaci .

2. Uva¥aujmetranspozici T».5 a permutaci
1 23 45
2 34105
Po vynasobeni permutace  zprava transpozici T,.5 ziskhime permutaci
_ Tow = 1 2345

1 257 2 5 4 1 3
Do prvni skupiny inversi patgi ty, v nich¥ise nevyskytuje ani 2 ani 5. Jsou to (1;4) a (3;4). Obi tyto
inversesevyskytuji v permutaci atakév ;. Inversez druhé skupiny sev této permutaci nevyskytuiji.

Dale mame (4) = 1< 3= (2) a (4 = 1< 5= (5), eenu¥odpovida inverse(2;4) opit v obou
permutacich.

Proto¥seje (2) = 3< 4= (3) a () = 5> 4= (3), pgibudounam v permutaci ; inverse(2;3)
a (3;5), které v puvodni permutaci  inverseminejsou.

Poslednidvojici je (2;5), kterd v inversineni,alev  inversije. V permutaci 1 je tedy o tgi inverse
vice ne¥x permutaci .
3. Uva¥aujmetranspozici T2, a permutaci

1 2 3 456 7
3 6 25741

Po vynasobeni permutace  zleva transpozici T, ziskhme permutaci

-7 _ 12 3 4567

27726 7 32 657 41
Zgejmip = 12 =3aq= 1(6) = 2. Do prvni skupiny inversipatgity, v nich¥se nevyskytuje 2 ani
3. Jsouto (1;7), (4;6), (4;7), (5;6), (5;7) a (6;7). Do skupiny druhé pataiinverse(2;7), (3;7), proto¥e
(7) = 1< 2< 6. Viechny tyto inversesevyskytuji v permutaci atakév .
V permutaci mame déle inverse (2;4) a (2;6). Proto¥aeq = 2 < 4= kap= 3< 4=k, resp.
g=2<6=kap= 3< 6=k, jsoutyto dvi inversenahrazery inversemi(3;4) a (3;6). Podobni je
k=1<2=qak= 1< 3= p, proto je inverse(1;3) nahrazenainversi(1;2).
Posledniinversiv permutaci  je (2;3), ktera u¥alev , inversineni.V permutaci » je tedy o jednu
inversiméni ne¥x permutaci .
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4. Uva¥aujmetranspozici T,.5 a permutaci
1 2 3 45
2 3 4 15
Po vynasobeni permutace  zleva transpozici T,.5 ziskame permutaci
o1 12 3 45
2772 7 53412
Zgejmip = 2)=1aq-= 1(5) = 5. Do prvni skupiny inversipatgity, v nich¥se nevyskytuje 1 ani
5. Jsouto (2;4) a(3;4). Obi tyto inversesevyskytuji v permutaci atakév . Inversez druhé skupiny
sev této permutaci nevyskytuji. Inverse(1;4) zustanezachovana, proto%e(4) = 1< 2=1i<j.

Prok=2ak=3mamesituacii = 2< (k)<5=jap= 1< k< 5= q, pgibudoutedy dvi dvojice
inversi(1;2), (2;5) a (1;3), (3;5)

Poslednidvojici je (1;5), ktera v inversineni,alev , inversije. V permutaci » je tedy o pit inversi
vice ne¥wx permutaci .

Z pwgedtioziho tvrzeni plyne, %eznaménko permutace mu¥emedaké de novat jako (1), kde t je poéet trans-
pozic, na které serozklada permutace .

4.1.26 Vita Nech» ;1 a  jsoupermutace na mno%inif1;2;:::;ng. Potom

sgn( 1 2)=sgn 1 sgn 2

Dukaz. Rozlo¥imepbi permutace na soueintranspozic. Nech» ;=T T, Tia 2,=S5S; S; Ss. Potom
1 2=T1 T, T S1 S; Ss. Poeettranspozic, na které serozklada permutace ( 1 2), je tedy (t + s).
Podle tvrzeni 4.1.24je
sgn( 1 2)=( 1)S=( 1) ( 1)°=sgn 1 sgn

Uvedli jsme si zékladni poznatky o permutacich, které nam umo%snide novat determinant matice a odvodit
jeho zakladni vlastnosti.

4.2 Determinan t matice

Mijme étvercovou matici gadun a vyberme v ni n prvku tak, abychom z ka¥sdéhcsloupce a z ka¥déhagadku
vybrali pravi jeden. Tato Uloha je ekvivalentni Gloze rozmistit na *achovnici s n x n poliky n vi¥itak, aby
sevzajemni neohro¥ealy. Na toto vybirani se mu¥emaelivat tak, ¥ev ka¥adémpadkuvybirame prvek v jistém
sloupci, tedy vlastni vytv agimejakési zobrazenimno¥.iy gadku (ei gadlovych indexu) na mno%im sloupcu (ei
sloupcaovych indexu), tedy zobrazenimno%iy f1;2;:::;ng na mno%im f1;2;:::;ng. Toto zobrazenije prosté,
proto¥sekdy¥sjsme v nijak ém gadkuvybrali prvek z nijak éhosloupce, v ¥%adnénjiném gadkuu¥sprvek z tohoto
sloupcevybrat nemi¥emele také na, proto¥sez ka¥adéhsloupcejsmevybrali nijaky prvek. Tak3ge to zobrazeni
vzajemni jednoznaénéneboli bijekce mno¥iy f1;2;:::;ng na seke samu, tedy permutace na této mno¥ini.To
znamena,¥eka¥sdém vybiru prvku odpovida nijak & permutace a naopaktak é ka¥adépermutaci odpovida vybir.

Jak jsme si ukazali v pgedbozi podkapitole, je permutaci na n-prvkové mnoinin!, tedy i navzajem ruznych
mo¥agch vybiru je nl.

4.2.1 Pgiklad Uva¥aujmegtvercovou matici A gadu4.

0 1
aip a2 aiz g

A = % Q1 82 Qa3 Az §
dz1 dz2 azz azg
A1 aAq2 a43 au

Vybir mu¥.emerovést teebatakto:
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1. V prvnim gadkuvyberemeprvek a;,, tedy z druhého sloupce, ve druhém gédku a,4, tedy ze étvrtého
sloupce, ve tgetim gadku az;, tedy z prvniho sloupce a ve etvrtém gadku ay3, tedy ze tgetiho sloupce.
Odpovidajici permutace je

1 2 3 4
1= 2 41 3

ta ma tai inverse,jeji znaménlosgn ;= 1.

2. V prvnim gadkuvybereme prvek a4, tedy ze étvrtého sloupce, ve druhém gadku ay;, tedy z prvniho
sloupce, ve tgetim gadku ass, tedy ze tgetiho sloupce a ve étvrtém gadku asz, tedy z druhého sloupce.
Odpovidajici permutace je

12 3 4
27 413 2
ta ma étygiinverse,jeji znaménlo sgn , = 1.

3. V prvnim gadku vybereme prvek aj», tedy z druhého sloupce, ve druhém gadku ay3, tedy ze tgetiho
sloupce, ve tgetim gadku az4, tedy ze étvrtého sloupce a ve étvrtém gadku asi, tedy z prvniho sloupce.
Odpovidajici permutace je

_ 12 3 4
37 2341

ta ma opit tgi inversea znaménlosgn 3= 1.
Celkem bychom mohli najit 4! = 24 ruznych vybiru.

Pokraéujme ve vypoeétu determinantu. Udilame viechny mo¥névybiry. U ka¥sdéha nich vynasobimevybrana
eislamezi setou a pak jelti znaménkem odpovidajici permutace. Tak v pgedtiozim pgikladu 4.2.1 dostavame
v prvnim pgipadisouéin( 1) aj» axs as; a3, vedruhém (+1) aj4 ax ass age avetgetim( 1) aip axs asq ass.
Nakonecvlechny tyto soueiry seétemea vyslednééislosenazyva determinant matice. To, cojsmesitei rozebrali,
zformulujeme do pgesnée nice.

4.2.2 Denice Ned»A je étvercova matice gadun. Determinantem matice A nazvemeredlné eislo

X
detA = sgn A A an ( n);
2 Sy

kde S, znaéisymetrickou grupu permutaci na mno%inif1;2;:::;ng.

0 1
ail iz .. QAQin ail a2 .. QAQin
3 dp; Ay il Az o ; dp; Ay il Az
Misto det ] ] ) ] budemestruéniji psat
dmi am2 i1 Amn ani aQn2 .. am

4.2.3 Pgiklad Etvercova matice gadul mé jediny élenay;. Na jednoprvkové mno¥siniexistuje jedina permutace
(identicka), jeji znaménlo je 1. Plati tedy, ¥edet(az1) = ai;.

4.2.4 Pgiklad Uva¥aujmeétvercovou matici gadu 2. V pgikladu 4.1.4 jsme si ukazali, ¥%ena mno%ini f 1; 29
existuji dvi permutace:

12 L . 12 L p
1= 5 ktera ma znaménlo (+1); a 2= 5 1 ); kterd ma znaménlo ( 1):

Potom

a;; a

detA = M 2 =9 4y ap+ (1) ap an=an ap an an

a1 Az
4.2.5 De nice Uspogadanén-tici (ai1;azz;ass;:::;ann) @ikdme hlavni diagonala matice, uspogadanén-tici
(azn;azn 1;:::;an1) @ikhkmevedlejli diagonala matice.
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To, co jsme spoeitali v pgikladu 4.2.4, mu¥emeaké zformulovat takto: Determinant matice @adu 2 je roven
rozdilu souéinu elenu na hlavni diagonalea soueinu elenu na vedlejli diagonale

4.2.6 Pgiklad Uva¥ujmeétvercovou matici gadu3. V pgikladu 4.1.5 jsme si ukazali, ¥%ena mno%inif 1; 2; 3g
existuje test permutaci:

123 _ _ 123 _
1% 1 2 3 ¢S9O0 1= (+D) 2% 1 3 2 ¢ s 2=(1)
123 _ _ 123 _
3= 5 4 3  sgn3=(1) 4= 5 5 7 5 oSO 4= (+1)
1 2 3 | _ _ 1 2 3 . _
5= 31 2 & SO0 5= (D) 6= 321 ¢ sSMe=(1

Potom

ajp a2 ais
detA = ax axp a3 = (a1 axp ax+ay ax azitaiz ax as) (ay1 83 azp+ aip a1 ass+ aiz ax asi)
dzp dz2 ass

4.2.7 Poznamk a Pgidejmek matici A dal'i dva gadkytak, ¥ezopakujemegadekprvni a druhy. Potom soueiry
s kladnym znaménlem (ty, které pgieitame)jsou pve smiru hlavni diagonaly,y souéiry sezapornym znaménkem
(ty, které odeéitame)jsou pve smiru vedlejti diagonalyy.

0 1 0 1
a1 a2 a3 a1 arz a3
az az azs az az azs

kladné: asy azp aza zaporné: asy azp aza
a1 a2 a3 a1 a2 a3
az az azs az az azs

Podobni mu3emé matici A pgidatdva dalti sloupce (opit prvni a druhy). Soueéiry s kladnym znaménkem jsou
opit ty pve smiru hlavni diagonaly,y souéiry sezapornym znaménlemty pve smiru vedlejti diagonalyy.

0 1 0 1
ajgy a2 a3 ajgy ai2 ail ai2 a3 ail ai2
%} a1 az2 azs a1 az2 E % a1 az2 azs azy az2 E
az; as2 azs az; asz az1 asz ass az1 asz

To, co jsme spoeitali v pgikladu4.2.6, mu¥.emeaformulovat takto: Determinant matice gadu 3 spoéitametak, e
vynasobimeéleny ve smiru hlavni diagonaly a seétemeje. Od nich pak odeteme souéetsouéinu élenti ve smiru
vedlejti diagonaly Ternto zpusob vypoétu nazyvame Sarrusovo pravidlo.

4.2.8 Poznamk a Analogie Sarrusova pravidla pro matice gaduvitliho ne¥igi by byla pailit slo%ita Kdybychom
taebapro matici etvrtého gaduchtili vzit soueiry ve smiru hlavni diagonaly a ve smiru vedlejti diagondly, bylo
by jich celkem osm. Vlech permutaci na f 1; 2; 3; 4g je ale 4! = 24. Zbylé vybiry nejsouani ve smiru hlavni ani
ve smiru vedlejti diagonaly.

Pro vypoeéet determinantu matic vy'lich gadupousidme jiné zpusoby, které si ukd¥.emev dallich podka-
pitolach. Pgimoz de nice sedaji spoéitat determinanty pgidkydy matic, tedy takovych, které obsahuji hodni
nul. Neni to pgipadpro praxi pgilit pou¥iitely, ale pro ilustraci de nice si ho ukéd¥eme néasledujicim pgikladu.
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4.2. Determinant matice 71

4.2.9 Pgiklad Spoétite determinant matice
0 1
0
_ 1 §
A= E@ 0
1
Tato matice obsatluje hodni nul. Vybereme-li v nijak ém gadku éislo 0, bude souéin vybranych éiselroven 0,

v souétu setedy neprojevi. Zajimaji nas proto pouzety vybiry, kdy jsou viechna vybrana éislanenulova. Jsou
mo¥anéetygi takové vybiry:

OR Rk
ORrEFLrO
PR O

1. vybir
1.p4dek. .. 1. sloupec...eislo1
2.gédek. .. 2. sloupec...éeislo1
3.gédek. .. 3. sloupec...éislo1
4.gadek. .. 4. sloupec...éislo-1
Odpovidajici permutaceje 1 = i g g j ; jeji znaménlo je +1, odpovidajici soueinje
+1) 111 ( D= 1L
2. vybir
1l.gadek. .. 1. sloupec...éislol
2.géadek. .. 4. sloupec...éislol
3.gadek...2. sloupec...éislo-1
4.gadek. .. 3. sloupec...eislo1
Odpovidajici permutaceje , = i i g g ; jeji znaménlo je +1, odpovidajici souéinje
(+1) 11 (1) 1= I
3. vybir
1.p4dek. .. 3. sloupec. .. éislo-1
2.gédek. .. 1. sloupec...éislo1
3.gédek. .. 2. sloupec...éislo-1
4.gadek. .. 4. sloupec...éislo-1
Odpovidajici permutaceje 3= é i ‘;’ 4 ; jeji znaménlo je +1, odpovidajici soueinje

+t) (HD1(y (D= &

4. vybir
1.gadek. .. 3. sloupec...éislo-1
2.gadek. .. 2. sloupec...éislol
3.gadek... 1. sloupec...éislol
4.gadek. .. 4. sloupec...eislo-1
Odpovidajici permutaceje 4= é g i j ; jeji znaménlo je 1, odpovidajici souéinje

(1) (1) 11(D= L

Determinant matice A je roven souétutic hto etygsouéiru (jak u¥bylo dgiwe uvedeno,jsou ostatni nulové), tedy
detA=( D+ ( D+ ( D+ ( )= &

4.2.10 Denice Etvercovou matici A nazveme regularni, pokud detA 6 0. V opaéném pgipadi, tj. kdy%¥
detA = 0, nazvemematici A singularni.
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72 Kapitola 4. Determinanty

4.2.11 Pgiklady Rozhodnite, zdaje matice A regularni.

1. 0 1
12 1
A=@ 1 0 1A
21 1
12 1
detA = 10 1 =0+1+4) @O+1+2)=5 3=2
21 1
MaticeA je regularni.
2 0 1
1 2 2
A=@2 1 1A
1 1 1
1 2 2
detA= 2 1 1 =(1+4 2) (2+1+4)=3 3=0
1 1 1

Matice A je singularni.

4.2.12 Pgiklady Rozhodnite, pro jaké hodnoty realnéhoparametru je matice A regularni.

1. 0 1
1 1
A=@ 1 +1 +2A
1 1
1 1
detA = 1 +1 +2 = 1 %2+ +2) (%+ + 2+2 +1)=
1 1
=( 2+1 (22+3 +1)= 32 3 = 3( +1)
Determinant matice A jerovennulepro = Qapro = 1.Matice A je regularni, jestli3se 2 Rnf0; 1g.
2. 0 1
+1 +1
A=@ 2 2 1 1A
2 1 2
+1 +1
detA = 2 2 1 1 =(4 2422 242242 422 22 (42422 2+ 2 1+4 ¥ =
2 1 2
=(8%+22 2 (9%+22 3= ?+1
Determinant matice A jerovennulepro = lapro = 1.Matice A je regularni, jestli3se 2 Rnfl; 1g.
4.3 Vlastnosti determinan tu
4.3.1 Tvrzeni Nec» A je étvercova matice gadun. Potom
detA = detAT
Dukaz. Vybermev matici A élery a; ) ;::i;an( ny- V matici AT tomu odpovida vybir aguy ;:::;a( nyn,
neboli a; 1¢5);:ii;@n  1(n). Proto%esgn = sgn ! (podle 4.1.18),je zoejmi
X X
detA = sgn  argy A an (ny = sgn ' & igy @ 1 @ in) = detAT
2, 2s,
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4.3.2 Tvrzeni Nech» matice B vznikne ze étvercové matice A tak, 3geji gadkynapitemev jiném pogadi,tedy
provedemepermutaci ' gadkumatice A . Potom

detB = sgn' detA:

Dukaz. Uva¥aujmenijaky vybir a;y ;:::;@,( n) vV matici A, tomu odpovida permutace . Chceme-lityté¥s
prvky vybrat v matici B, odpovida tomuto vybiru permutace ' . Proto
X 1 X 1
detB = Sgr’( ! ) al (1) a2 %) a.n ( n) = Sgn Sgn' a]_ ) a.2 ) a-n ( n),
28, 28,

nebo»podlevity 4.1.26jesgn( ' 1) =sgn sgn' l.Zka¥.déhseéitancemi¥emearytknout sgn' ! aproto¥se
sgn' = sgn', dostaneme

X
1

detB = sgn' sgn &y @@  an(n =sSgn' ! detA = sgn' detA:

2Sy

4.3.3 Pozorovani Ned» étvercova matice A ma stejné dva gadky Potom detA = 0.
Dukaz. Ned» jsou stejné gadkyi-ty a k-ty. Uva¥aujmematici B, kterd vznikne z A pgehozenintic hto dvou
gadku. Zgejmi
A =B atedy detA = detB:
Podle pgedtiozihotvrzeni 4.3.2 ale plati, ¥%.e
detB = ( 1) detA;
proto¥sepgehozeni-tého a k-tého gadkuodpovida transpozice Ty , ktera ma znaménlo (-1). Plati tedy, %.e

detA = detA;

co¥je mo¥anéouzev pgipadi, ¥sedetA = 0. o

4.3.4 Pozorovani Necd»matice B vznikne z etvercové matice A vynasobenimi-tého gadkurealnym éislem .
Potom
detB =  detA:

Dukaz. Vyberme z ka¥sdéhaadkua ka¥zdéhasloupce matice B pravi jeden prvek. Nedch» to jsou tgebaprvky

b bz B it ny; kde B =@ (5 pro j61 @ b= &
Kdy¥vybrana éislamezi setou vynasobime, mu¥seme ka¥sdéhdakového souéiru vytknout éislo . Je tedy
X X
detB = sgn by b By b= sgn Ay & (i) @ (n=
28, 28,
X
= sgn a2 (i) an(n =  detA:
2S,

4.3.5 Pozorovani Nedwje v matici A i-ty gddek -nasoblem k-tého gadku.Potom

detA = 0:
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Dukaz. Tvrzeni je pginym dusledkem pgedtozich dvou pozorovani. pvytkneme-liy z i-tého gadkukonstantu
, Ziskame matici, ktera ma stejné dva gadky a jeji¥adeterminant je roven nule. Determinant matice A je -
nasoblem tohoto determinantu, tedy opit nulovy. -

Podle tvrzeni 4.3.1 mu¥emematici transponovat, ani¥sezmini determinat, ziskivame tak analogidka tvrzeni
i pro sloupce matice.

4.3.6 Tvrzeni Necd» matice B vznikne ze étvercové matice A tak, ¥sgjeji sloupce napilemev jiném pogadi,
tedy proveime permutaci ' sloupcu matice A. Potom

detB = sgn' detA:
4.3.7 Pozorovani Ned» étvercova matice A ma stejné dva sloupce. Potom detA = 0.

4.3.8 Pozorovéani Ned» matice B vznikne z étvercové matice A vynasobenim i-tého sloupce redlnym éislem
. Potom
detB =  detA:

4.3.9 Pozorovani Ned»je v matici A i-ty sloupec -nasobkem k-tého sloupce. Potom
detA = 0

Nyni uvedemevitu, ktera vystih uje dule%ity vztah mezi determinanty a ndsobenim matic. @ika toti%, ¥edeterminant soueinu matic
je roven souéinu determinantu tic hto matic. Dukaz této vity vitlinou vyu¥siva toho, ¥edeterminant je vlastni multilinearni forma
gadku nebo sloupcu matice. Ovlem pojem multilinearni formy neni Gpini jednoduchy a také neni v osnovach tohoto pgedmitu.
Dukaz Ize také (napg. ??, ??) provést tak, ¥.ese obi matice upravi na horni trojuhelnik ové, jejich souéinem je pak opit horni
trujuhelnik ovd matice a vyu¥ije se toho, ¥edeterminant takovychto matic je roven souéinu élent na hlavni diagonale. Musi se
oviem pou¥.it Upravy, které nemini determinant, a ukazat, které to jsou. V tic hto skriptech bych ale pro dukaz toho, co se dije
s determinantem pgi gadkovych éi sloupcovych Upravach, chtila pou¥itpravi tato vitu. Dostala bych setedy pgi dokazovani do
kruhu. Proto jsem hledala nijaky jiny dukaz. V ji%uvedeném (Zahradnik) jsem nalla dukaz ktery nepotgebuje de no vat nové pojmy
a nepou¥siva gadkové Upravy matic. Ale neni jednoduchy. V té knize je asina jednu a pul stranky formétu A5, tedy hodni zahu'tin y.
Trochu jsem ho proz¥%vylalay, aby byl pro étenagestravitelnijli. Pgestoje jen pro velmi odva%mné.A i ti ho mo¥snazdolaji a¥spo
nik olik erém pgeéteni.Je tady také dobgevidit Uloha pomocnych tvrzeni, tedy lemmat. Nejprv e dokd¥.emedtygi lemmata (a dukazy
nebudou Uplni jednoduché) a potom s jejich pomoci (snadno) dok&¥.emevitu. Zasvicenijli etenagi si mo¥naviimnou, Ysedukaz
vlastni vyu¥i\é toho, ¥edeterminant je multilinearni forma, ale explicitni seto tam negild.

Nejprve si viimnime, ¥eka¥.doumatici A mu¥zemeapsatjako pjakousiy spravni uzavorkovanou psunuy matic,
které maji v ka¥sdénmpadkunejvyle jednu nenulu (ve sloupcich mohou mit nenulovych éleru i vic). Ta pgipadna
nerula je v¥dyrovna éislu, které je na té¥epozici v matici A. pSéitaty budeme matice, které selili nejvyte
v jednom gadku.pSoueetytakovychto matic pak bude roven matici, ktera natom gadku,ve kterém sematice i,
bude mit souéetodpovidajicich gadku,ostatni gadkysenemini, to znamena,¥gsou pro viechny tgi matice (oba
pséitanceyi jejich psouéety)stejné. Proto¥.esetedy nejednao pohvykléy seitani,nebudemeje znaéit znaménkem
+, ale znaménlem

4.3.10 Pgiklad 0 1 0 1 0 1
12 3 1 0 2 2 25
@1 0 2A @1 0 2A=@1 0 2A
211 2 11 2 11
Matice selitily pouzev prvnim gadku,tam jsme jejich élery seéetli,v ostatnich gadcit jsme jen opsali élery

tic hto gadku.

4.3.11 Poznamk a Viimavy étenagsejisti zeptd, jak budeme séitat matice, které se od sebe vubec neliti, to
znamenamatici A seselou samotnou. Které gadkyvybereme,abychom je seéetli?V tomto pgipadi de nujeme
jako psouéetyopit matici A. TedyA A = A.

a;; (iy a na ostatnich pozicicdh nuly. Potom (pgi vhodném uzavorkovani) plati, %e
M
A= A

L P
kde  ma stejny vyznam jako  pro pnormalniy seitani.
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Dukaz. Ne¥pgikroeimek dukazu lemmatu, ilustrujeme si je na dvou pgikladet. Uva¥aujmeevercosou matici
gadudvi. Nejprve prozepilemeyjeji prvni gadekiak, e ka¥adénatici bude jednanula a jedno eisloz odpovidajici
pozicev puvodni matici, potom v ka¥dé& tic hto matic prozepitemeyjelti druhy gadek.Mame tedy

A = a b _ ao 0O b _ a o0 a 0 0O b 0O b
- cd ~ cd c d = c O 0 d c O 0d
Uva¥aujmenyni etvercovou matici gadutgi. Opit nejprve prozepiltemeyprvni gadek.
0 1 0 1 0 1 0 1
a b c a 0 o0 0 b O 0 0 c
@d e fA=Q@d e fA @d e fA @d e f A
g h i g h i g h i g h i
Potom prozepitemeydruhy gadek.Uvedemeto jen pro prvni matici, druhé dvi serozepili analogidy.
0 1 0 1 0 1 0 1
a 0 o0 a 00@o0 a 00 a 0 o0
@d e fA=@d 0 0A @0 e 0A @0 0 f A
g h i g h i g h i g h i
A nakonecprozepitemeytgeti gadek,co¥opit uvedemepouze pro prvni matici.
0 1 0 1 0 1 0 1
a 0 o0 a 0 o0 a 00 a 0 o0
@d 0 0A=@d 0 0A @d 0 0A @d 0 0A
g h i g 00 0 h O 0 0 i

Nyni je u¥zgejmé jak budemepostupovat v obecnémpgipadi. Ve étvercové matici gadun nejprve prozepitemey
prvni gadek,dostanemen matic, které selili pouzev prvnim gadku, kde maji saménuly kromi jedné pozice,
kde je prvek z odpovidajici pozice matice A. V ka%déz tic hto matic pak prozepitemeydruhy gadek,ziskame
n n matic, které selili pouzev prvnich dvou gadcit, maji v ka¥dénz nich saménuly kromi jedné pozice,kde
maji prvek z odpovidajici pozice matice A. Podobni postupujemev daltich gadcit,, a¥dostanemepo¥sadwany
rozklad. Ten bude mit n" seitancu. -

L
4.3.13 Lemma Ned» A a B jsou etvercové matice gaddun a plati, %A =  A. . Potom

M
A B= (A B):

Dukaz. Dukaz vlastni staéi provést pouzepro pgipadpjednotlivych zavoreky,tedy C=C; C, ::: C,,
kde C; jsou matice, které se od matice C liti pouzev jednom gadku (tgebai-tém), kde maji na pozici (i; j )
prvek ¢;; ajinde nuly. Pgesjednotliveé purovniy sepak dostanemea¥k dokazovanéru vztahu.

llustrujme sito opit na pgikladu étvercové matice gadutei. Mijme matice, které selili jen v jednom gadku
(teebaprvnim), kde maji saménuly kromi jedné pozice. Mame tedy

0 1 0 1 0 1 0 1
a b c a 0 o0 0 b O 0 0 c
@d e fA=@d e fA @d e fA @d e f A
g h i g h i g h i g h i
Uva¥aujmematici 0 1
r s t
B=@u v wA:
Xy z
Plati
0 10 1 0
a b c r- s t ar+ bu+ cx as+ bv+cy at+ bw+ cz
CB=@d e fA @Qu v wA=@dr+eu+fx ds+ev+fy di+ew+fz A
g h i Xy z gr+hu+ix gs+hv+iy gt+hw+iz
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Vynasobmematici B i jednotlivé seitance.Dostdvame

0
a

0
B=@d e
g h

0
0

b
C, B:@d e
g h

0

e

Ci

0
0

C; B=@d
g h

10
0 r s
fA @u

x
< <

o
=
<K <n <K<on

1 0
t ar
wA=@dr+eu+fx
z gr + hu + ix
1 0
t bu
wA=Q@dr+eu+fx
z gr + hu+ ix
1 0
t cX
wA=@dr+eu+fx
z gr + hu+ ix

as
ds+ ev+ fy
gs+ hv+ iy

bv
ds+ ev+ fy
gs+ hv+ iy

cy
ds+ ev+ fy
gs+ hv+ iy

1
at

dt+ ew+ fz A
gt+ hw+ iz

bw
dt+ew+fz A
gt+ hw+ iz

1
cz

dt+ew+fz A
gt+ hw+ iz

Zgejmi maji viechny etygi matice stejné druhé a tgeti gadky a soueetprvnich gadku prozlo¥epchy matic je
roven prvnimu gadkupnerozlo¥senéinatice. Zgejmi plati
C B=C;

B C, B C3 B

Analogicky mu¥emeoostupovat v obecnémpgipadi. Necw»C = C; C; Chn, kde C; jsou matice, které
seod matice C liti pouzev jednom gadku(taebai-tém), kde maji na pozici (i; j ) prvekc;; ajinde nuly. Ned» B
je libovolna étvercova matice gadun. Matice C B aC; B maji stejné gadkykromi i-tého, kde jsou v maticich
C; B & -nasobkyj-tého gadkumatice B a v matici C B je soueéettic hto éisel.Plati tedy, ¥%e

M

C B= (C; B):

4.3.14 Lemma Ned» B je libovolna étvercova matice gadun, A. matice, ktera ma nuly na vtech pozicich
kromi pozic (i; ' (i)) proi = 1;2;:::;n. Potom plati, %e

det(A:- B) = detA: detB:

Dukaz. Podivejme sezasenejprve na pgiklad etvercovych matic teetiho gadu.

1. Uva%ujmegebamatice 0 1 0 1
0O0m OO a b c
A.=@n 0 0A a B=@d e f A:
0O 0 p g h i
Plati 0 10 1 0 1
0O0mOO a b c md me mf
A- B=@n 0 0A @d e fA=@ na nb ncA
0O O p g h i pg ph pi
Zgejmi
md me mf d e f a b c
dettA- B)= na nb nc =mnp a b c = mnp d e f =detA detB:
pg ph pi g h i g h i

Pgi vypoétu jsme nejprve z prvniho gadku vytkli éislo m, z druhého gadku n a ze tgetiho p (vyu¥ili
jsme pozorovani 4.3.4), potom jsme pgehdili prvni a druhy gadekmatice, éim¥sse zminilo znaménlko
determinantu (podle tvrzeni 4.3.2). To, %edetA: = m n p, je zaejmé.

2. Uva%ujmee'ti pgipad 0 1 0 1
O0Om OO a b c
A.=@n 0 0A a B=@d e f A;
p 00O g h i
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Potom
md me mf a b c
dettA- B)= na nb nc =0=0 d e f =detA detB
pa pb pc g h i

Proto¥setoeti gadekmatice A+ je E-nasoblem druhého gadkutéto matice (pokud n 6 0), je detA: = 0
(podle pozorovani 4.3.5). Podobni je toeti gadekmatice A B E-nasoblem druhého gadkutéto matice,
aproto je detA:- B = 0.

Pokud n = 0, je druhy gadekv matici A i v matici A B nulovy, proto detA: = 0OadetA: B = 0.

V obecnémpgipadi v i-tém gadkumatice A- B je a; (j)-nasobek ' (i)-tého gadku matice B. Pokud ¥.adg
z padkimatice A: neni nasobkem jiného gadkutéto matice, je detA: rovensouéiru ai; 1y @ () @ (n)
vynasobenym znaménkem odpovidajici permutace, kterou je zobrazeni' . Plati

detA. detB =sgn' a;: q) @ (2 an (n) detB:

Pgivypoétu detA: B vytkneme z ka¥.déh@adkuéisloa;: (j). Zbude matice, ktera ma stejné gadkyjako matice
B, jen zapsanév jiném pogadi.To opit odpovida permutaci ' . Plati tedy

det(A: B) = a. L a2 (2 an: (n) sgn' detB:

Pokud je niktery gadekmatice A- nasobkem jiného gadkutéto matice, plati toté¥apro gadky matice A- B.
Potom je

detA. detB = 0 detB
V obou pgipadeb tedy plati, %e

0 a det(A: B)=0:

detA. detB = det(A: B);
co¥jsme chtili dokazat. -

4.3.15 Lemma Nedc» A a B jsou etvercové matice, které selili jen v jednom gadku.Potom
det(A B) = detA + detB:

Dukaz. Bez(jmy na obecnostimu¥.emegedmkladat, ¥sesematice liti v prvnim gadku.Permutaci  odpovidaji
tyto pvybiryy:

1. pro matici A jeto ai; (1) ;@) +---» &n ( n)
2. pro matici B jeto by; 1y , @;(2) + ..., @n; ( n)
3. promatici A B jeto(a+ b1y ,a2@ .- an(n)
Proto¥se
a;; (1) a an; (n)*t by A an, ()= @+ Db aze an; ( n);
je zaejmi

det(A B) = detA + detB:

Nyni mame vtechno pgipravenopro dukaz vity. Jak bylo vy'e uvedeno,bude ji%velmi jednoduchy.

4.3.16 Vita Ned» A, B jsou étvercové matice gadun. Potom plati:
det(A B) = detA detB
Dukaz.
M M X X
det(A B) = det A B = det A B = (detA: B)= (detA: detB) =

X M
= detA. detB = det A detB = detA detB

U prvni a poslednirovnosti jsme pouiililemma 4.3.12, u druhé rovnosti lemma 4.3.13, u tgeti a pgedmsledni
lemma 4.3.15,u étvrté lemma 4.3.14a u péaté jsme pracovali jen s realnymi eisly a vyu¥ili jsme distributivit y
nasobeni vzhledem ke séitani. -
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4.4 Vyp oeet determinan tu

V Gvodni ééstijsmesi slibili, ¥%.esenauéimepoéitat determinanty vittic h matic. Budemeuva¥swat matice alespo
druhého gadu. Uvedemesi dva zpusoly. Prvni vychazi z toho, ¥.edeterminant tro juhelnikové matice je roven
soueiru élerl na hlavni diagondle.Upravime tedy matici na tro jahelnikovou a zachytime zminy determinantu,
ke kterym pgitom dollo. Druhy zpusob je vypoéet determinantu rozvojem podle nijak ého gadkunebo sloupce.

4.4.1 Tvrzeni Determinant tro juhelnikové (horni éi doIni) matice je roven soueiru eleni na hlavni diagonale.

Dukaz. Tvrzeni staéi dokazat pouze pro horni trojuhelnikovou matici, proto¥ematice transponovanak dolni
tro juhelnikové je matice horni tro jihelnikova. Jejich determinanty sesobi rovnaji podle tvrzeni 4.3.1.

Mijme tedy horni trojahelnikovou matici A. Vybirejme z ka¥sdéhazadku a z ka¥sdéhasloupce pravi jeden
prvek. Vyb ereme-linulu, je souéinvybranych prvku roven nule a ve vyslednémsouétu se neprojevi. Vybirejme
tedy jen (potencialni) nenulové prvky. V poslednim gadkumusime vybrat prvek an,, proto¥.eviechny ostatni
jsou rovny nule. Tim u¥amame vybran prvek z poslednihosloupce a v ¥%adnéndaltim gadkuprvek z posledniho
sloupce vybrat nemi¥emeV pgedmpslednim gadku jsou viechny prvky kroumi pgedmslednihoa posledniho
nulové. Ten posledniu¥aybrat nemi¥ememusimetedy vybrat prveka, 1, 1. Podobni postupujemev daltich
gadcit, zgejmi v¥adymusime vybrat prvek na hlavni diagonale. VVtechny ostatni vybiry obsaluji aspoo jednu
nulu, soueinprvku je proto nulovy. Permutce odpovidajici vybiru prvku na hlavni diagonaleje identickd, proto
je jeji znaménlo +1. Determinant této matice je tedy roven souéiru élertl na hlavni diagonale. -

V pgedbozi kapitole jsme si ukazali, ¥eka¥sdouetvercosou matici mu¥semeupravit pomoci elemenarnich géad-
kovych Uprav na horni tro juhelnikovou matici. Podle pgedtioziho tvrzeni vime, ¥eje potom snadné spoeitat
determinant. Nezmini seale determinant pgigadlovych Upravach? Podle tvrzeni 3.3.14vime, ¥eelemeniarni gad-
kové Upravy mu¥semenahradit nasokenim zleva vhodnou elemenarni transformaéni matici. Podle vity 4.3.16
plati, ¥edeterminant souéiru matic je roven souéiru determinatt matic. Mijme tedy matici A a proveime
nijak ou gadlovou Upravu, tj. vynasobmeji zleva matici T. Tim ziskhme matici B. Plati

detB = det(T A) = detT detA

Zmina, ke které dotlo, je vyjadgenadeterminantem transformaeni matice. Staei ndm tedy znat determinanty
jednotlivych transformaénich matic.

4.4.2 Tvrzeni Nech» matice T vznikla z jednotkové pgehozenini-tého a j -tého gadku.Potom detT = 1:

Dukaz. Tvrzeni je pginym dusledkemtvrzeni 4.3.2,kde je permutaci ' transpoziceT;; . Tamé znaménlo (1),
determinant jednotkové matice je roven jedné. Odtud ji%dostavame po¥sadeané tvrzeni. -

4.4.3 Tvrzeni Necd» matice T vznikla z jednotkové vynasobenim i-tého gadkunenulovym realnym éislem
Potom detT =

Dukaz. Poéitamevlastni determinant diagonalni matice, ktera ma v i-tém gadkueéislo av ostatnich jedniéky.
Soueineéler na hlavni diagonaleje roven . -

4.4.4 Tvrzeni Nedh»matice T vznikla z jednotkové pgiétenim -nasobkui-tého gadkuk j -tému gadku.Potom
detT = 1.

Dukaz. Tato transformaéni matice se od jednotkové liti jen v j-tém gadku, kde ma na pozici (j; i) éislo
Pgestojediny vybir prvku, jejich¥souéin nebude roven nule, je vybir éleni na hlavni diagonale. Kdybychom
toti¥%avybrali v j -tém gadkuéislo , které je v i-tém sloupci, museli bychom v i-tém gadkuvybrat nijak ou nulu.
Soueinélen na hlavni diagonaleje roven jedné. -
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4.45 Pgiklad Znézornime si to na pgikladu. Mijme eétvercovou matici gadu 4, ktera vznikla z jednotkové
pgiétenimdvojnasobku tgetiho gadkuke druhému gadku. Tedy

1
1 000

0
"Bo12o0§&
T‘%0010'

000 1

Jedenmo¥ay nerulovy vybir je vybrat prvky na hlavni diagonale.Je také jediny, proto¥ekdybychom ve druhém
padkuvybrali éislo2, nesmili bychom u¥ive tgetim gadkuvybrat ve tgetim sloupci jedniéku (ze tgetiho sloupce
jsme u¥avybirali), ale muselibychom vybrat nijaky prvek z jiného sloupce, no ato jsou viechno jen nuly. Sougin
vybranych prvku by tedy byl roven nule.

Proto¥sesloupcovym Upravam odpovida nasobeni elemenérnimi transformaénimi maticemi zprava, mu¥semev'e
shrnout do nasleduijicivity.

4.4.6 Vita Zminy determinantu pgielemenérnich Upravach.

1. Nech» matice B vznikla z matice A pgehozenim-tého a j -tého gadkunebo sloupce. Potom

detB = ( 1) detA; tedy detA = detB:

2. Nech» matice B vznikla z matice A vynasobenimi-tého gadkunebo sloupce nenulovym realnym éilem
Potom

detB = detA; tedy detA = 1 detB:

3. Nech» matice B vznikla z matice A pgietenim -nasobku i-tého gadkuk j-tému gadkunebo -nasobku
i-tého sloupce k j -tému sloupci. Potom
detB = detA:

Poéitame-li determinant matice timto zpusobem, musime zachytit viechny zminy, ke kterym cestou dotlo.
Neni proto rozumné nejprve matici upravovat (se znakem ), potom spoeitat souéinelert na hlavni diagonéle
a nakonecpgenyllet, jestli nahodou nedollo k nijak é zmini. Rozumnijti je poeitat pgimodeterminant a zminy
Vv nim rovnou zachytit.

4.4.7 Pgiklady Spoétite determinant matice A, jestli%se

1. 0 1
0 2 2
A=@ 2 1 1A
21 1
a;1 = 0, proto pgehalime prvni a druhy gadek(R; ! Rj3), tomu odpovida zmina znaménka determi-
nantu. Potom ke tgetimu gadkupgiétemeten novy prvni gadek(R3 := Rz + Rj), determinant senezmini.
Nakonecod tgetiho gadkuodeétemedruhy (R3 ;= R3 R3). To opit determinant nezmini. Je tedy
02 2 2 1 1 2 11 2 1 1
2 1 1 = 0 2 2 = 0 2 2 = 02 2 = (22(2= 8
21 1 21 1 020 00 2
Ke stejnému vysledku dojdeme, kdy¥spou¥zijemeSarrusovo pravidlo.
2. 0 1
3 3 1 o0
B 2 2 2 1 §
A= % 2 1 1 1
3 1 1 o0

K prvnimu gadkupgiétemenejprve druhy gadek(R; ;= R; + R3), ¥adn&mina determinantu. K druhému
gadkupgietemedvojnasobek prvniho gadku(R; := R, + 2R;), od tgetiho odeétemedvojnasobek prvniho
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padku (R3 := Rz 2R;) a od étvrtého odeétemetro jndsobek prvniho gadku (R4 := R4 3Rj). Tim

se opit determinant nezmini. Mame pvynulovanyy prvni sloupec. Potom od éetvrtého gadku odeéteme
toeti (R4 := Ry Rj3). Pak pgehalime druhy a étvrty gadek(R, ! Ry), nesmimezapomenout zminit

znaménlo, a nakonecod tgetiho gadkuodeétemetro jnasobek druného gadku(Rs := Rz 3R3). Tim mame
pvynulovanyy druhy sloupec. Pgehalime jelti tgetia étvrty gadek(Rs ! Rj4), opit zminime znaménlo
a potom od etvrtého gadkuodeétemedvojnasobek taetiho gadku(R4 := Ry 2R3).

3 3 1 o0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 _ 2 2 2 1 _ 0 0 4 3 _ 0 0 4 3 _
2 1 1 1~ 2 1 1 1 0 3 1 3 0 3 1 3~
3 1 1 o0 3 1 1 o0 0 4 4 3 0 1 3 o0
1 1 1 1 1 1 1 1
_ 0 1 3 0 __0 1 3 0 _
-~ 0 0 8 3 T 0 0 4 3 °
0 0 4 3 0 0 0 9
3. 0 1
1 2 1 0
_2111§
A‘%1122
2 1 1 4

Od druhého gaddkuodeétemedvojnasobek prvniho gadku(R, := R, 2R;), ketgetimu prvni gadekpgiéteme
(R3 := R3+ Rj) akeetvrtému pgietemedvojnasobek prvniho gadku(R4 := R4+ 2R;). Tim sedeterminant
nezmini. Ke tgetimu a étvrtému gadkupgiétemedruhy gadek(R3 := Rz + Ry a R := Ry + R»).

N RN
PR RN
RPN PR
ANRO
[N NN
W wwN
W wweE
ANRO
[N =N
cowmN
oo wkE
Wk RO

4.4.8 Poznamk a Uvidomte si dule¥itosttoho, ¥egikame, 346k i-tému gadku pgieteme -nasobekj-tého aadku
Znamenato, ¥een soueetpileme do i-tého gadku.Kdybychom ho psali do gadkuj-tého, determinant upravené
matice by byl -nasobry. Analogicky nemu¥emaegilat, ¥eod sebeodettemei-ty a j-ty @ddek protoYieje opit

dule¥ité,kam vysledny rozdil napiteme. Ukd¥%emesi to na pgikladu. Matice bude jen tgetiho gadu, abychom
mohli pro kontrolu determinant spoéitat Sarrusosrym pravidlem.

4.4.9 Pgiklad Spoétite determinant matice

0 1
2 1 0
A=@1 1 1A
0 0 1

V prvnim gadkumame éislodvi, ve druhém éislojedna. Mu¥emdedy druhy gadekvynasobit dvima a odeéist
od nij prvni gaddek.Jak sezmini determinant? Zale¥shatom, kam ten rozdil napiteme.Pokud do druhého gadku,
je determinant upravené matice roven dvojnasobku determinantu maticeA, proto¥sejsme vlastni provedli dvi
Upravy: nejprve jsme druhy gadekvynasobili dvima (to je to zdvojnasobeni determinantu) a potom jsme od
(nového) druhého gadkuodeéetli gadekprvni (bezezminy). Pokud bychom ten rozdil napali do prvniho gadku,
opit by se determinant zminil, tentokrat by dollo ke zmini znaménla. Udilali jsme toti%. zasevlastni dvi
Upravy: nejprve jsme prvni gadekvynasobili eéislem 1 (zmina znaménla) a potom jsme k tomuto upravenénu
prvnimu gadku pgieetli dvojnasobek druhého gadku(bezezminy).
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Spoétime nyni determinanty upravenych matic a potom det A Sarrusosym pravidlem. Nejprve mijme matici,
ktera z A vznikla tak, ¥gjsme od dvojnasobku druhého gadku odeéetli gadekprvni, tzn. rozdil jsme psali do
druhého gadku.

2 1 O
0O 3 2 =6
0O 0 1

Nyni mijme matici, ve které jsme rozdil psali do prvniho gadku,tedy jsme k 1-nasobku prvniho gadku
paiéetli dvojnasobek druhého gadku.

2 1 0
detA= 1 1 1 =2 ( 1)=3
0o 0 1

Opravdu, determinant prvni upravenématice je dvojnasobkemdetA a determinant druhé upravenématice ma
opaenéznaménko ne¥detA .

Z tohoto pgikladu je vidit, ¥eje velmi vyhodné si na pozici prvku pv levém hornim rohuy, (ai;, kdy¥s
pnulujemey prvni sloupec, a2, kdy¥pnulujemey druhy sloupec, . ..) opatgimejednieku. Pgehazeani gadku éi
sloupcu je Uprava, ktera sice mini znaménlo determinantu, ale tuto zminu neni obti%nézadhytit. Pak u3sjen
odeeitamepgisluinénasobky prvniho, druhého, ... gadkua determinant se nezmini.

Pomuckou mudsebyt také zapis Gprav. Kdy¥ napiteme R3 := R3 + 2R;, pileme do tgetiho gadku soueet
tgetiho a dvojnasobku prvniho gadku a determinant se nezmini (k tgetimu gadkujsme pgiéetli dvojnasobek
prvniho). Naproti tomu Uprava R; := Rz + 2R;, soueetpileme do prvniho gadku,zvitli determinant upravené
matice dvakrat. Divdme se, jak sena pravé strani zminil gadeknebo sloupec, ktery je na levé strani. Stejnym
zpusobem sezmini determinant upravenématice.

Daltim zpusobem vypoétu determinantu matic vy!tich gaduje rozvoj pode gadku nebo sloupce Nejprve zase
musime nade novat nijak é pojmy.

4.4.10 Denice Ned»A = a; je etvercova matice gadun 2. Doplokem matice A pgislutnympozici (i,j) je
eislo o
Dj = ( 1)'+J detAij ;

kde A je matice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého gadkua j-tého sloupce.

4.4.11 Pgiklad Mijme matici 0 1
0 2 2
A=@ 2 1 1A:
2 1 1
Potom napgiklad
_ > 1 1 _ _ 3 2 1 _ . _ s 0 2 _ —
Duu=( 1 1 1 " 2, Di2=(1) o 1 =0, Dxs=(1 0 1 = (H=4
4.4.12 Vita (o rozvoji determinantu podle i-tého gadku:)
Adjx A1z i Ain
dpy1 QdApp I QAzn X
) = a1 Dij1+ a2 Dio+ +apn D= aj Dj:
. . . . ]:l
@n1 an2 il A

Anna Kalousova: Uvod do algebry 81 1. gijna 2007



82 Kapitola 4. Determinanty

Dukaz. Polo¥smenejprvei = 1 (rozvoj podle prvniho gadku).Vyjdeme z de nice determinantu

X
detA = sgn  a; 1y a2 an; ( n)
2Sh

a permutace z mno¥ily S, rozdilime do n skupin podle toho, co pgigazujiislul. Mijme S,.; mno%iw permutaci

, prokteré (1) =1,..., Spj mno¥im permutaci , pro které (1) =j, ..., Sy mno¥im permutaci , pro
které (1) = n. Potom mu¥emepsat
X X
detA = sgn  aga ag () Ay (nmytF sgn  apn az (p an; (n)
2Sh 1 2Snn
Uva¥aujmenejprve permutace z mno¥ily Sy, tedy takové, pro které je (1) = 1. Ka¥détakové permutaci

mu¥emepgigaditpermutaci  © na mno%inif2;3;:::;ng de novanou tak, ¥epouze pvynechamey prvni prvek.
Tak napgiklad permutaci

0_

3 456 gigadimepermutaci 3 4
536 2 P P = 5 3

o Ol

12 2 6
T 1 4 4 2
Obi tyto permutace maji v¥dystejny poéetinversi. Pgigazenje vzajemni jednoznaéné Oznaéime-liS?mno¥iim
viech permutaci na mno%inif 2; 3;:::; ng, mu¥emepsat, ¥.e

X X
sgn  ay1 ap (o an; (n) = a1 san © a (p an; (n) = ann detAp; = ay; Dy
2Sn 1 02 59
Uva¥aujmenyni permutace z mno¥%iy S,.», tedy ty, pro které je (1) = 2. Budeme to chtit pgeést na

poedtozi paipad, potgebujemetedy pgehdlit prvni dva sloupce. Hledame permutaci  ?, ktera po vynasobeni
zleva transpozici Ty., d& permutaci . Musime tedy permutaci  vynasobit inversni permutaci k T;.,, co¥4e
opit Ty. Pro permutaci 7 plati, %e (1) =1, ?( @)= (2 a ?()= (j) provtechnaostatnij. Této
permutaci mu¥.emepgigaditpermutaci  ° jako v pgedbozim pgipadi. To odpovida vynechani prvniho sloupce
upravenématice, tedy druhého sloupce matice puvodni. Tak napgikladpro permutaci

123456 . ,_ 123456 o
= mame = a =

6
2 46 5 31 1 4653 2 2

2 3 45
4 6 5 3
Permutace ? a °maji opit stejny poeéet inversi a tedy stejné znaménlo, permutace ’ ma o jednu inversi
méni ne¥, proto ma opaenéznaménko. Opit mu¥.emepsat, ¥se
X X 0
sgn ai2 Ay (2 n; (n) = aA12 sgn a: (2 An; (n) = A2 ( detAlz) = a;p» Do
2Sn 2 0280

Analogicky postupujeme dale. Pro permutaci  z mno%ily Sp; zasehledame permutaci ° , kterd po
vynasobeni zleva soueinemtranspozic Ty; Ti2 Tj 3 2 Tj 2; 1 da permutaci . Tomu odpovida, %e
napitemesloupcev pogadij -ty, prvni, druhy,..., (j 1)-ni, (j + 1)-ni,..., n-ty. Dostanemeji tak, ¥gpermutaci

nasobimeinversni permutaci k tomu souéiru, tedy vlastni timi transpozicemiv opaénémpogadi.Proto¥se
jsme néasobili (j 1) transpozicemi, dojde ke zmini znaménka pouzev pgipadi, %4 je sudé.Permutaci ’ opit
poigadimepermutaci  ° (stejné znaménlo jako ?) a miuYsemepsat, ¥se

X X .
sgn Ay (2  @n;(n) = Ay sgn % @y an(m=ay (1) ‘detAy)=
2 S 0280

= ayj ( 1)j+l detAlj) = ayj Dlji
Mame tedy

X X
detA = sgn aii az; ) an; (n + + sgn ai:n a2; ) an; (n) =
ZSn; 1 28n;n

=a;; Dupy+ap Dip+  +apm Dig
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Chceme-li rozvijet podle i-tého gadku, nejprve gadky napiteme v pogadii-ty, prvni, druhy, ..., (i  1)-ni,
(i + 1)-ni,..., n-ty atim to pgewedemena pgedbozi pgipad.To znamena, ¥%etentokrat budeme odpovidajicimi
transpozicemi nasobit zprava (celkem (i 1) transpozic). Ka¥dyélen rozvoje proto musime nasobit ( 1)' *.
Dostédvame

detA = a; ( 1)*"! detAir+an ( 1)*? detAjp+:::i+an ( 1)""detAp = a1 Diz+ap Do+  +apn Di

Proto¥edetA = detAT, plati analogicka vita i pro sloupce.

4.4.13 Vita (o rozvoji determinantu podle j-tého sloupce:)

aip Ai2 ... Ain

dpp QAp2 I App X
: =a; Dy+ay Dy+ +ay Dy = & Dy:
. . . . i=1

dn1 @n2 i amn

4.4.14 Tvrzeni Plati

X
aj Dy = ak1 Dit+ a2 Do+  + an
=1

O
=
5

1

0O pro i6k:

X
aj Dik =a;j Di+ay Dx+ +ay Dn
i=1

0 pro j 6 k:

Dukaz. Prvni vztah odpovida rozvoji determinantu matice, ktera ma stejny i-ty a k-ty gadek,druhy vztah
rozvoji determinantu matice, kterd ma stejny j -ty a k-ty sloupec. Determinanty takovychto matic jsou nulové,
jak jsme si ukazali v pozorovanich 4.3.3a 4.3.7. -

4.4.15 Pgiklady Vypoéet si zaseukd¥semena pgikladet

1. Spoétite determinant matice 0 1
3 3 1 o0

B 2 2 2 1 §
A= ?@ 2 1 1 1
3 1 1 0

Mu¥semaudilat rozvoj podle kteréhokoli gadkunebo sloupce.Ureiti sevyplati si matici tro chu prohlédnout
a vybrat gadeknebo sloupec, ve kterém je hodni nul. Pokud toti%za; = O, je takéa; Dj = 0 aje tedy
zbyteené D poeitat. V natem pgipadi je takovy vyhodny étvrty sloupec. Udilame proto rozvoj podle
tohoto sloupce. Staéispoéitat Dog a D 34.

3 3 1
Du=( 1% 2 1 1 =1 3 2 9 (3+3+6)= 20
3 1 1
3 3 1
Das = (1) 2 2 2 =(1 ( 6+2 18 ( 6+6 6)=16
3 1 1

Potom detA = 0 Dyy+ 1 ( 20)+ ( 1) 16+ 0 Dau= 36
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2. Spoetite determinant matice 0 1
1 2 1 0

_ 2 1 1 1 §
A= % 1 1 2 2
2 1 1 4

Tady tak pmoc vyhodnyy gadekani sloupecnemame.Pouzev prvnim gadkua etvrtém sloupci mamejednu
nulu. Proto¥ev minulém pgikladu jsme dilali rozvoj podle sloupce, udilame tei rozvoj podle prvniho
gadku.Budeme poéitat jen D13, D12 a Das.

1 1 1
Dy = ( 1)? 1 2 2 =1( 8+1 2 (2 2+4)= 9
1 1 4
2 1 1
D= ( 1)°3 1 2 2 =(1) (16 1 4 (4 4 4)=9
2 1 4
2 1 1
Diz= ( 1)* 1 1 2 =1(8 1 4 (2 4 4)=9
2 1 4
PotomdetA =1 ( 9)+2 9+ ( 1) 9+ 0 Dy = O

4.4.16 Poznamk a Z uvederych pgikladuje vidit, ¥epgitomto zpusobu vypoétu se nam sice sni¥sigadmatic,
jejch¥%determinant poéitame, ale zasetich matic pgibyva. Kdybychom poéitali determinant matice patého
@adu, ktera by nemila na ¥.adnépozici nulu, museli bychom spoéitat pit determinantu matic étvrtého gadu,
tedy 5 4 = 20 determinantu matic tgetiho gadu. Ty sice mu¥emespoeitat Sarrusovym pravidlem, ale je toho
poeitani hodni.

Mohlo by sezdét, ¥ge vyhodnijti poeitat determinanty tim prvnim zpusobem. Ale to je velmi nevyhodné
u matic, které obsahuji nijaky parametr. Musi sepotom hlidat, abychom nenasobilinulou, a taky Gpravy gadku
jsou nepgijemné.

Proto sevyplati oba uvedenézpusoby zkombinovat. Nejprve si matici trochu upravit, pvynulovaty nijaky
padeknebo sloupec a potom udilat rozvoj podle tohoto gadkunebo sloupce. V tom pgipadi u¥spoéitame jen
jeden determinant matice ni¥%ihogadu.

4.4.17 Pgiklady Vypoéetsi zaseukd¥semena pgikladet

1. Spoétite determinant matice 0 1
3 3 1 0

_ 2 2 2 1 §
A= % 2 1 1 1
3 1 1 0

Zgejmi je nejjednodutli pvynulovaty poslednisloupec. Staéike tgetimu gadkupgieistgadekdruhy. Tim se
determinant nezmini. Pak udilame rozvoj podle étvrtého sloupce.

3 3 1 0 3 3 10 s 3 1
2 2 2 1 _ 2 2 21 _ _ 6 _
> 1 1 1 - o0 3 30 ~1DP2u=1(1 g f ‘;’"
3 1 1 0 3 1 10

= (( 9+0 27) ( 9+9+0)= 36

2. Spoetite determinant matice

0 1
1 2 1 0

B 2 1 1 1§
A‘% 1 1 2 2
2 1 1 4
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Zgejmi bude nejvyhodnijti pvynulovaty prvni gadeknebo poslednisloupec, proto¥setam u¥smame jednu
nulu. Ale mu¥emepvynulovaty i kterykoli jiny gadekei sloupec. Tak tgebavyberemeten prvni gadek.V
prvnim sloupci je jedniéka, tu zachovame, od druhého sloupce odeétemedvojnasobek prvniho sloupce a
ke tgetimu sloupci prvni sloupec pgieteme.Determinant se nezmini. Pak udilame rozvoj podle prvniho
gadku.

1 2 1 0 1 0 0 O

3 3 1
2 1 1 1 _ 2 3 3 1 _ _ )
i 1 2 2 ° 1 3 3 2 ~1bu=1(1 g g j
2 1 1 4 2 3 3 4

Nyni bychom u¥amohli pou%itSarrusovo pravidlo. Ale mu¥emeaké z prvniho a druhého sloupce vytknout
eislotgi, eéim¥se poéitani zjednodudi.

3 3 1 1 1 1
dtA= 3 3 2 =33 1 1 2 =9 (4+1+2) (1+2+4)=90=0
3 3 4 1 1 4

Také jsme mohli matici jelti upravit a pvynulovaty nijaky gadeknebo sloupec. Tgebadruhy sloupec.
Mu¥semezachovat tro jku v prvnim gadkua prvni gadekpgieistke druhému a tgetimu gadku.Pak udilame
rozvoj podle druhého sloupce.

3 3 1 33 1 0 1
detA= 3 3 2 = 00 1 =3Dp=3¢( 13 o0 3 =30=0
3 3 4 00 3

Mo%anasevam v tic hto pgikladed zdaly viechny postupy stejni naroéné(éi spit nenaroéné). Rozdil seprojevi
p@ivypoétu determinantu matice, ve které se vyskytuje nijaky parametr. V nasledujicim pgikladu spoéitame
determinant té¥ematice ruznymi zpusoly. Mu¥setese pak sami rozhodnout pro zpusob, ktery sevam bude zdat
nejvyhodnijti.

4.4.18 Pgiklad Ned» p je realné éislo. Spoetite determinant matice

0
p+1 p 0 p+t2
A:% p 1 Pl p £
2p 2p+1 2 2p 1
p+ 4 2p+ 2 1 p 3

1. Nejprve budeme determinant poéitat prvnim zpusobem. Proto¥seho pova¥iujiza velmi nerozumry, a%a
nebezpeery, bude u tohoto postupu patgienaznaéka.

j Pomoci gadlovych Gprav pgewedemematici na horni tro jahelnikovou. V prvnim gédku prvniho sloupce
mame p+ 1.1 v ostatnich gadcit prvniho sloupce jsou vyrazy s parametrem. Tak zkusimeprvni gadek
zachovat a pvynulujemey zbylé gadkyprvniho sloupce. U druhého gadkuje to snadné.Pouzek nimu prvni
gadekpgiéteme.Abychom ziskali nulu ve tgetim gadku, musimek nimu pgiéist —22_-nasobek prvniho

p+1
padku.Ke etvrtému gadkupak musime pgieist ‘”fl -nasobek prvniho gadku. Musime pgedmpkladat, e
p+ 16 0, tedy p6 1, proto¥enulou nemu¥emalilit. Navic senam takto do matice dostanou zlomky a
to nam bude komplikovat dalti poéitani. Zlomky jsou natolik okliva komplikace, ¥%eu¥aradiji nebudeme

pokraéovat. Pokud étenago olklivosti jelti pochybuje, musezkusit poéitat sam.

Tim aleje'ti nezarrhujememetodu postupnétpravy na horni tro jahelnikovou matici. Zlomkum semu¥eme
vyhnout tgebatim, ¥enejprve tgeti a étvrty gaddekvynasobimeéislem p+ 1 a potom od nich odeéteme
paislutnénasobkyprvniho gadku.To ale neni zadarmo.Prvni problém je, ¥ekdy¥agadeknieim vynasobime,
zmini se determinant. Determinant upravené matice bude ( p+ 1) ( p+ 1)-nasoblkem determinantu
matice A . Poéitame-li determinant matice A, musime determinant upravenématice timto eislemvydilit,
tzn. vynasobit ﬁ Dalti problém je, ¥dato Uprava opit umo¥s@je pouzenasokeni nenulovym éislem,
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tak¥.ese nezbasime podminky, ¥%ep 6 1. Dale pokraéujemes touto podminkou, pro p = 1 musime poéitat
zvlaly.

Udilejme tedy po¥sadwané Upravy. Druhy a tgeti gadekvynasobmeeéislem( p+ 1), (Rs:= ( p+ 1) Rg;
R4 := ( p+ 1) Ry), potom ke druhému gadkupgiétime prvni gaddek(R; := R, + R;), od tgetiho odeétime
(2p)-nasobek prvniho gaddku(R3 := Rz  2p R31) a od étvrtého gadkuodeétime (p+ 4)-nasobek prvniho
gadku(Rs ;= Ry (p+ 4) R31). Tim jsme pvynulovaliy prvni sloupec.

p+1 p 0 p+2
_op 1 p 1 p
detA = "on"  opr1 2 2 1
p+4 2p+2 1 p 3

p+ 1 p 0 p+ 2
_ 1 p 1 p 1 p _
S ( pt1)2 2p( p+1)  ( 2p+1)( p+1) 2( p+1l) @p 1)( p+t1)
(p+4)( p+1) (2p+2)( p+1) 1( p+1) (p 3)( pt+tl

p+1 p 0 p+t2
1 0 2p 1 2p+ 2
T ( p+ 12 0 47 3p+1  2p+2 4p% p 1

0 pPP+4p+2 p 1 4p 11

Nyni pvynulujemey druhy sloupec. Nejprve tgeti a etvrty gaddekvynasobime( 2p), zasenemiu¥zemeaasobit
nulou, musime pgidat podminku, %e 2p 6 0, tedy p 6 0. Také sezmini determinant upravenématice, je
( 2p)?-nasobkem determinantu puvodni matice, proto musime vydilit éislem( 2p)2. Potom od tgetiho
padkuodeéteme(4p® 3p+ 1)-nasolek druhého gadku(Rz := Rz (4p> 3p+ 1) R») a od étvrtého
gadku( p?+ 4p+ 2)-nasobek druhého gadku(R4 := Ry ( p?+ 4p+ 2) Ry). Tim mame pvynulovanyy
druhy sloupec.

p+1 p 0 p+ 2

B 1 0 2p 1 20+ 2

A= o2 (22 0 0 p 1 6p 2
0 0 p> 2p 2 2p° 2p> 10p+ 4

Nakonec vynasobimeeétvrty gadekéislem( p 1) (timto éislemmusime determinant vydilit), pgidame
podminku p 16 0,tedy p6 1aod etvrtého gadkuodeéteme( p?> 2p 2)-nasobek tgetiho gadku
(Rs:=Rs ( p> 2p 2) Rz). Tim mamematici upravenou na horni tro juhelnikovou.

p+1 p 0 p+ 2

_ 1 0 2p 1 2p+ 2

A= p+e (2 (p D 0 0 p 1 6p 2
0 0 0 2p*+ 2p°  2p?+ 2p

Nyni jelti vynasobimeprvky na hlavni diagonéle,zkratime a dopoeitame.
_(p+1) (2 (p 1) (2p) (P° PP+p 1) _
(p+1? (20 (p 1

Tim mame spoéitany determinant matice A pro p2 Rnf1;0; 1g.Zbyva dopoéitat determinant pro tyto
toi hodnoty.

(@ p=1

p* 1

UIN OO
N Y
P NBRO
I QIR
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(b) p=0
10 0 2
10 1 0 _
01 2 1
4 2 1 3
(© p= 1
21 0 1
21 1 1 _ ,
2 3 2 3
30 1 2

b  Doufam, %evés tento zplsob vypoétu dostateéni znechutil. Pgiznavam, ¥%ei ja jsem poéftala nik olikrat a dokonce jsem
dospila do stadia, kdy jsem si gekla, ¥.eukazat, ¥seje nijaky postup hrozny, je sice pikné, ale proéto mam dilat zrovna ja.
Nakonec zvitizilo mé lepti a zodpovidnijti pjay a vytrv ala jsem. Ale opakovat to u¥nehodlam. Snad si étenaguvidomil, e
gadlkové nebo sloupcové Upravy v matici, kter4 obsahuje nijaky parametr, jsou opravdu velmi nepgijemné,a bude je pou¥iat
pouze v pgipaded, kdy to je nezbytné (neexistuje jind mo¥nost). Kdy¥s se tedy o nijakyc h péar stranek dale dostaneme do
situace, kdy jedna z mo¥%mnosti,jak postupovat, bude upravit nijak ou matici s parametrem, odka¥ipouze na tento pgiklad.

2. Dal'i zpusobje rozvoj podle gadkunebo sloupce. Pokud nebudemepgilit pgenytlet, udilame tgebarozvoj
podle prvniho sloupce.

p 1 p p 0 p+2
detA = ( p+ 1) 2p+1 2 2p 1 P 1 2p+1 2 2p 1 +
2p+ 2 1 p 3 2p+ 2 1 p 3
p 0 p+2 p 0 p+2
+2p p 1 p (pt4) p 1 p =
2p+ 2 1 p 3 2p+1 2 2p 1

=(p+1) (p+rD+( p+rD) (20° 2p 10)+2p ( p* p 4+ (p 4 (2= p* 1

Pokud budeme pgenyllet aspoo tro chu, udilame rozvoj podle tgetiho sloupce nebo podle prvniho gadku,
proto¥setam mame jednu nulu. Tak nejprve rozvoj podle tgetiho slupce.

p+1 p p+2 p+ 1l P pt2
detA =1 ( 1)° 2p p+1 2p 1 +2 (1% p 1 p p +
pt+ 4 2p+ 2 p 3 pt+4 2p+2 p 3
p+1 p p+2
+H( ) (" p 1 p p =

2p 2p+1 2p 1

1 (4p°+5p°+26p 9)+2 (2p°+2p°+ 10p 4+ 1 (6p 2)= p* 1

Jelti rozvoj podle prvniho gadku

p 1 p p 1 1 p
detA = ( p+ 1) ( 1) p+1 2 2p 1 p ( 1)3 2 2 2p 1 +
2p+ 2 1 p 3 p+ 4 1 p 3

p 1 p 1
+p+2) (1) 2p 2p+l 2 =
pt+4 2p+2 1

=(p+1l) (p+rD+p ( 2p+3) (p+2) 1= p* 1
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3. Tento zpusob byl asi o nico pgijemnijti, ale pgecejen se muselo dost poeitat. Tei si ukd¥emezpusob
vypoetu, ktery je nejjednodulli. Nejprve matici trochu upravime. Proto¥seve tgetim sloupci jsou jen éisla,
bude nejsnaztipvynulovaty pravi tento sloupec. Nechamejedniéku ve druhém gadku,od tgetiho odeéteme
dvojnasobek druhého gadkua ke étvrtému druhy gadekpgieteme(R3; ;= R3 2R, aRy4 := Rz + Ry). Tim
sedeterminant nezmini. Potom udilame rozvoj podle tgetiho sloupce.

p+1 p 0 pt+t2 p+1 p 0 p+2 +

1 +2
2p p+1 2 2p 1 2 1 0 1 ot 3 o2 3
p+4 2p+2 1 p 3 2p+3 p+2 0 3 P P

Tel u¥amiu¥semeoouisitSarrusovo pravidlo nebo matici jelti trochu upravit. Tgebapvynulovaty druhy
gadek,tedy od prvniho sloupce odeéistdvojnasobek prvniho (S; := S1 2S;) a ke tgetimu pgiéistdruhy
sloupec (Sz := Sz + Sp). Tim seopit determinant nezmini.

p+1 p pt2 p+1 p 2
detA = 2 1 1 = 0 1 0 =
2p+3 p+t2 3 1 p+2 p 1
+1 2
=1 (" PTT T = @ D (2= Pl

Mo%znaje nikomu nepgijemnésna¥iitse pvynulovaty nico jiného ne¥prvni sloupec. Mu34esi vhodnymi
gadlovymi a sloupcovymi Upravami pgemistit vhodny prvek (nijak ou jednieku) na pozici (1;1). Zminy
znaménekjsou snadnozadytitelné. V nalem pgipadi mu¥.emegebapgehdlit prvni a tgeti sloupec(zmina
znaménla) a prvni a druhy gadek(opit zmina znaménla). Tim sena pozici (1;1) opravdu dostane éislo
jedna. A dale mu¥.emaupravovat standardnim zpusobem.

p+1 p 0 p+2 0 p p+1 p+2
p 1 p 1 p - 1 p p 1 p j=
2p 2p+1 2 2p 1 2 2p+1 2p 2p 1
p+ 4 2p+ 2 1 p 3 1 2p+2 p+ 4 p 3
1 p p 1 p
-4+ 0 p p+1 p+2

2 2p+ 1 2p p 1
1 2p+2 p+ 4 p 3

Pokud senam zdavyhodny nijaky gadek,ale nechcemepnulovaty gadek,ale pouzesloupec, mu¥semenatici
transponovat, tim sedeterminant nezmini.

Z uvedenéhopgikladu snad bylo patrné, Ysese pgi vypoéetu determinantu vyplati se chvili zamyslet, prohléd-
nout si matici a rozhodnout se, jak ji nejsnaztrochu upravit, abychom mohli udilat rozvoj podle nijak ého
pvynulovanéhoy@adkunebo sloupce. Takto pztraceryy eassenam bohati vrati pgivypoétu.

4.5 Cvieeni
1. Vypoetite nasledujicideterminanty.
. 1 2 2
1 3 sinx cosx

(a) ; (b) N (c) 3 0 1
2 3 CosX sinx 1 9 1

12 1 1 21 1 2 1

(d) 02 1 ; (e) 1 11 ; (f) 2 2 1

10 1 1 01 1 1 1
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2. Rozhadnite, pro které hodnoty realnéhoparametru a je matice A regularni.

(@) 0
a 2a+ 2 1
A=@a 2 a 3 3 A
0 at2 a 1

(b) 0
a 1 a+2 a 2
A=@ o a 1 A
a a+2 a 1
© 0 1
a 1 a 1

A=@ 2 a+1 2a 3A
a+ 2 a 2 a+ 3

3. Pgimoz de nice spoétite nasledujicideterminanty (gidkyc) matic.

101 1 1 101
110 0 1 110

(@) 010 1° (b) 0 101
101 0 1 010

4. Spoetite néasledujici determinanty

21 10 2 1 11

12 01 1 2 10

(@) 11 1 2 ° (b) 1 1 11"

10 21 1 0 12

o 2 1 1 0 3 22

1 3 1 0 2 1 1 2

© 5 2 0 1 @ 1 2 11

3 1 1 1 2 1 01

5. Rozhodnite, pro jaké hodnoty redlnéhoparametru p je matice A regularni.

@) 0 1
p 3 3 2 2p+5
A= % p 2 2 1 p+2
- p 1 1 p+3
2p 3 p 31 p+2
(b) 1
3p 4p 2 p+2 2p 1
_ p+ 4 5 p 2 §
A= 1 2 1 1
2p+3 pt+t5 2p 2
6. Spoetite Vandermonduvdeterminant gaduétygi, tj. determinant matice
0 1
1 a a a
% 1 b P B
1 ¢ ¢ ¢
1 d d® o

Zamyslete senad tim, jak bude obecni vypadat Vandermonduv determinant gadun.
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Spoétite determinant matice 0 1
0 1
B 1 1
A= ?@ 1 1
1 0
Zamyslete senad tim, jak bude obecni vypadat determinant matice gadun, kterd ma na hlavni diagonale
nuly a jinde jednieky.

R R OoOR
oOR Rk

[

. Spoétite determinant matice 0 1
1

_ 1 §
A= % 1
3

Zamyslete senad tim, jak bude obecni vypadat determinant matice gadun, ktera ma na hlavni diagonale
1 n ajinde jednigky.

W
A
wR R

=
=

4.6 Vysledky

1

2.

w

o

. (@ 6 (b 1 (c) 10; (d) 2 (e O (f) 9:
(@) detA = a® a; protoje A regularnipro a2 Rnf0;1; 1g:
(b) detA = 1; proto je A regularni pro viechna a2 R:
(c) detA = a?+ a 2; protoje A regularnipro a2 Rnfl; 2g:
@ 3 (b) 1:
. (8) 4; (b 4 (c) O (d) 3
(@) detA =p 1; proto je A regularnipro p2 Rnflg:
(b) detA = (p+ 1); proto je A regularnipro p2 Rnf 1g:
. Determinant buderoven (b a) (c a) (d a (c b (d b (d o:

Navod: od ka¥déhasloupce odeéteme a-nasobek pgedbioziho. Tim se pvynulujey prvni gadek (kromi
prvniho sloupce, kde je jedniéka), udilame podle nij rozvoj. Z prvniho gadkumueméovytknouty (b a),
zdruhého (c a) a zetgetiho(d a). Determinant bude roven

(b a) (c a) (d a)

=
oo o
FRAK

Tuto matici mu¥emaupravit analogiky, od ka¥sdéhasloupce odeétemeb-nasobek pgedtioziho, udilame
rozvoj podle prvniho sloupcea vytkneme (¢ b) a(d b). Mame étvercovou matici gadudvi, determinant
spoeitame Sarrusovym pravidlem.

V obecnémpgipadi postupujeme analogidy.

1 a a ::: af't
1 a a3 ::: ay !t
: : =(a a) (a3 a) (a a) (@ a) (a &) (@& a 1)
1 a, a ::: at?

. Navod: nejprve od druhého, tgetiho i étvrtého gadku odeétemeprvni gadek,potom k prvnimu sloupci
postupni pgietemedruhy, tageti a etvrty sloupec. Ziskame diagonalni matici, determinant je souéinélert
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na hlavni diagonale.

0

1
1
1

B R OR

R OR R

OrR R P

B R RO

OORr Pk

OFr OPRr

OOk

[N eNelNdt

OORr K

OFr OPRr

OO

V obecnémpgipadi postupujeme analogidky, determinant je ( 1)" * (n

8. Navod: Matici upravujeme jako v pgedtiozim pgikladu. Dostaneme

V obecnémpgipadi postupujeme analogicky, determinant je roven nule.
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Kapitola 5

Inversni matice

Ve tgeti kapitole jsme nadhodili otazku dileni matic a kraceni v maticovych rovnostech. Oba tyto problémy
souvisi s inversni matici, které bude vinovanatato kapitola.

5.1 Denice a vyp oeet

5.1.1 Denice Ned» A je eétvercova matice gadun. Etvercovou matici B gadun nazveme inversni matici
k matici A, jestli%eplati
A B=E,=B A;

kde E,, je odpovidajici jednotkova matice.

Mo¥navas napadne, proé inversni matici k A neoznaéujemenijak ve vztahu s A, napg.A 1. Jak u¥jsme
daiwe vypozorovali, je nasokeni matic ponikud pneolvyklay operace.Tak by nas snad ani nepgekapilo, kdyby
inversnidh matic k jedné matici mohlo byt i vic ne¥jedna. Ktera by potom byla ta, kterou oznaéimeA 1? Také
jste sijisti viimli, ¥%ev de nici inversnimatice jsme nasobili matice v obou pogadit. Jeto danotim, 3endsokeni
matic neni komutativni, nemuselo by tedy platit, 3ekdy3A B = E,, tak také B A = E,. Nasledujici dvi
tvrzeni uka¥ai ¥ae(naltisti) tyto obavy mit nemusime.

5.1.2 Tvrzeni Inversni matice ke étvercové matici A gadun je uréenajednoznaéni.

Dukaz. Budemedokazovat sporem,to znamend,¥éudemepgedpkladat, eexistuji dvi ruzné etvercové matice
B a C gadun takové, ¥%e
A B=B A=E,=A C=C A:

Potom ale
B=B E,=B (A C)=(B A) C=E, C=C;

tedy B = C; co%e spor s pgedmkladem, ¥amatice B a C jsouruzné.V pgedtozim gadkujsme vyu¥iilineutrality
jednotkové matice vzhledemk nasokeni (prvni a poslednirovnost) a ascciativit y nasokeni matic (tgeti rovnost).

Vidomi si toho, ¥enemohouk jedné matici existovat dvi ruzné inversni matice, mu¥.emenyni inversni matici
k matici A oznaéwat A 1. Samozgejmipokud existuje.

5.1.3 Tvrzeni Nedw» A je étvercova matice gadun, nech» k ni existuje inversni matice A 1.
1. Pokud existuje matice B takova, %eB A = E,, potomB = A 1.

2. Pokud existuje matice C takové, %A C = E,, potom C = A L.

Dukaz.

1. B=B E,=B (A A Hh=B A) A'=E, Al=A"1
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5.1. De nice a vypoeet 93

2. C=E, B=(A'A) c=A'@AC=A'E,=A"?

V pgedhozic tvrzenich jsme narazili na podminku ppokud existujey. Mu¥sese snad stat, ¥ek nijak € matici
neexistuje inversni matice? Zgejmi nebude existovat k nulové matici. Ale k nenulové?V této otdzce uaoproti
pgedtozimtakovéltisti nemame.Opravdu existuji nenulové matice, ke kterym neexistuje matice inversni.Jsou
to vtechny singularni matice. Pgipominame, %esingularni matice je takova matice, jeji%determinant je roven
nule. Naproti tomu ke ka¥.déegularni matici (determinant je nenulovy) inversni matice existuje.

5.1.4 Tvrzeni Nedw A je singularni matice. Potom A ! neexistuje.

Dukaz. Budeme opit dokazovat sporem. Pgedmkladejme, %eA je singularni matice a A ' je matice k ni
inversni. Proto¥se
A A l=E,;

musi podle vity 4.3.16platit, ¥e
detA detA = det(A A !)=detE,= 1

Proto3sedet A = 0, mame rovnost
0 detA 1= 1;

co¥4je spor, proto¥sekdy¥sjakékoli realné eislo vynasobime nulou, dostanemeopit nulu. Inversni matice tedy
k singularni matici neexistuje. -

5.1.5 Vita Nedw A je regularni étvercova matice gadun. Potom A ! existuje a plati

0 1
D1 D2t it Dn:
1 1 % D12 D22 L Dn2 %
~ detA : Do PR
Din D2n it Dm

kde Djj je doplnik k pozici (i; j ), jak jsme si ho de novali v de nici 4.4.10.
Dukaz. Staéidokazat, %ematice, kterou jsme oznaéiliA 1, je opravdu inversnimatici k A, tedy seplati

A AT=E,=A ' A:

Oznaéme 0 0 1
a1 Ay i ain D11 Do i Dn1
oA A l_%agl ax 1l ao % %Dlz Dy, i Dngg.
) ) L K detA P LR
dn1 Qdp2 I apn Don i Dm

Jak vypadaji jednotliv é prvky matice C? Na pozici (i; j) je prvek

S = JeiA (@1 Dj1+ a2 Dj2+ +apn Djn):

Pokud je i = j, je v zévorce vlastni vztah pro rozvoj determinantu podle i-tého gadku(viz vita 4.4.12), proto

1 1
Ci = JeiA (@1 Diz+ a2 Di2+ +an Dipn)= delA detA = L
Pokudi 6 j, je podle tvrzeni 4.4.14
Gij = detA (a1 Dj1+ a2 Dj2+ + ain Djn)—m 0=0
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94 Kapitola 5. Inversni matice

Matice C je tedy jednotkova. Potgebujemejelti nasobit v opaénémpo;aadi Oznaéme

1
Dz D2 i Dn1 a;; a;x i an
B=A !l A= 1 %DlZ D22 e Dn2§ %aﬂ ayp il a2n§_
- " detA ; - 3
Din D2n an1 an2 i1 @nn

Spoéitame opit jednotlivé élery matice B. Na pozici (i; j ) je prvek

1
hJ detA (Dll a]l+ D|2 a'12+ + Din a] )_ detA (a]l D|1+aj2 D|2+ +a-jn D|n)
Pokud je i = j, je v zavorce vztah pro rozvoj determinantu podle j -tého sloupce (viz vita 4.4.13), proto
1 1
hj:—detA (g1 Dj1+ a2 Djo+ + an Djn):—detA detA = 1
Pokudi 6 j, je podle tvrzeni 4.4.14
1 1
by = detA (g1 Di1+ @ Dijp+ + ajn Din):m 0=20:

Matice B je také jednotkova. Ukazali jsme, ¥e
A Al=E=A"'A

to znamena,%eA 1 je opravdu inversni matici k matici A. Také jsme dokéazali, %€k lib ovolné regularni matici
existuje inversni matice, regularni matice jsou invertibilni . -

5.1.6 Poznamk a Inversnimatici mu¥semepoeitat tak, ¥gpgevracenolhodnotou determinantu puvodni matice
nasobimetzv. adjungovanou matici. Je to matice, kterd vznikne transponovanim matice, jejimi¥élery jsou
jednotlivé doploky. Ternto postup ma sva Uskali, proto¥etic h determinantu se musi poéitat opravdu hodni.
Proto je vhodny zejménapro matice malych rozmiru. Pro étvercovou matici gadudvi mame hned

1
aijl a2 _ 1 az2 a2

dp1 Az ajp1 axp aiz an az ai

Adjungovana matice ma tedy jen pgehozenélery na hlavni diagonalea zminina znaménla u eleri na vedlejti
diagondle.Pro vitli matice je postup trochu sloaitiji.

5.1.7 Pgiklad Najdite inversnimatici k matici

0 1
1 2 3
A=@ o0 1 1A
1 2 2
Spoeitame determinant matice A a jednotlivé doploky.
1 2 3
detA = 0 1 1 =(2 2 (3 2= 4+5=1
1 2 2
1 1 2 3 2 3
Dll = ( 1)2 2 2 =0 D21 = ( 1)3 2 2 = 2 D31 = ( 1)4 1 1 = 1
0 1 1 3 1 3
D12:(1)3 1 2 =1 D22:(1)4 1 2 = 1 D32:(1)5 0 1 =1
0 1 1 2 1 2
D13 = ( 1)4 1 2 = 1 D23 = ( 1)5 1 2 =0 D33 = ( 1)6 0 1 = 1
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Inversni matice k matici A je

0 1
0 2 1
Al=@ 1 1 1A:
1 0 1
O spréavnosti vysledku se mu¥emepgeswdeit vynasobenim.
10 1 O 1
1 2 3 0 2 1 1 00
AA'=@ 0 1 1A@ 1 1 1A=@0 1 0A
1 2 2 1 0 1 0 01

5.1.8 Jiny zpusob vypoetu vyu¥siva elemenérnich gadlovych nebo sloupcovych Gprav. Pomoci nich upravime
regularni matici na jednotkovou. Tomu odpovida nasokeni této matice zleva nebo zprava elemenarnimi trans-
formaenimi maticemi. Nasobimejimi tak dlouho, a¥je vyslednamatice jednotkova. Pokud dilame pouzegadlové
Upravy, mame vlastni

Ts Ts 1 T, T1 A=E:

Oznaéime-liB=Ts Ts 1 Ta T, plati
B A=E;

to podle tvrzeni 5.1.3znamen4,%eB je inversni matici k matici A.

Analogicky, kdy¥dilame pouzesloupcové Upravy, nasobimevlastni odpovidajicimi elemenérnimi transformae-
nimi maticemi zprava. Mame tedy
A Ty T, T, 1 T/=E

asoueinTy T, T, 1 T, jeinversnimatici k matici A.

Jak ale tu inversni matici spoéitat? Pgecesi nebudemety jednotlivé elemenarni matice zapisovat a pak je
nasobit. To by bylo dost zdlouhavé. Ne, pomu¥emesi malym trik em. Spolu s tim, jak budemeupravovat matici
A, budemestejni upravovat i jednotkovou matici. Kdy¥spotom upravime matici A na jednotkovou, tedy souéin
odpovidajicich elemenarnich transformaénich matic bude A !, bude jednotkova matice upravena na inversni
matici k A, nebo»byla ndsobenastejnymi transformaénimi maticemi. Abychom na nijak ou Gpravu nezapmnili,
budeme psat matici A i matici jednotkovou do jedné vitli pdvujmaticey a oddilime je éarou. Pokud budeme
dilat gadlové apravy, napitemeje vedle seke, pokud budemedilat Upravy sloupcové, napilemeje pod seke.

Postupu Upravy regularni matice na jednotkovou se gild Gauss-Jodanova eliminace. Nejprve upravime
matici A na horni tro juhelnikovou, jak jsmeto dilali napg.pgivypoétu determinantu. Potom ji jakoby ppgevra-
timey, posledni gadekpgeezmeulohu prvniho a budeme pnulovaty prvky v poslednim sloupci, potom v pged-
poslednim, ... Analogicky postupujeme pgi sloupcovych Upravach, upravujeme vlastni transponovanou matici.
Vie si zaseuka¥semana pgikladu. Spoeitame timto postupem inversni matici k matici A z pgikladu5.1.7.

5.1.9 Pgiklad Najdite inversnimatici k matici

0 1
1 2 3
A=@ o0 1 1A:
1 2 2

1. Nejprve budemedilat gadlové Gpravy. Vytv ogimematici selesti sloupci a taemigadkyz matice A a matice
jednotkové. Nejprve upravime matici A na horni tro juhelnikovou, ke tgetimu gadkupgiétemeprvni gadek.
Potom spustimezpitn y chod. Vynasobimetgeti gadekeislem( 1) (tim sez nij stanetgeti gddeljednotkové
matice), ke druhému gadku pgietemetoeti gadeka potom ho vynasobimeeéislem( 1) (tim sez nij stane
druhy gadekjednotkové matice). K prvnimu gadku nejprve pgietemetro jnasobek taetiho gadkua potom
dvojnasobek druhého gadku.

1 0 1 0 1
1 2 3100 1 2 3100 1 20| 20 3
@ o 1 1/0 1 0A @0 1 1|01 0A @0 10| 11 1A
1 2 2|00 1 0 0 1|1 0 1 0 01| 1 0 1
0 1
100/ 0 2 1
@0 10/ 1 1 1A
001 12 0 1
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96 Kapitola 5. Inversni matice

2. Nyni budemedilat sloupcové Gpravy. Matice tentokrat zapilemepod seke. Nejprve pvynulujemey prvni
padek Ke druhému sloupci pgiétemedvojnasobek prvniho sloupcea ke tgetimu sloupci tro jnasobek prvniho
sloupce. Druhy sloupec mu¥emerynasobit eislem( 1), tim u¥sje z nij druhy sloupecjednotkové matice.
Potgebujemejelti pvynulovaty druhy gadek.Proto ke tgetimu sloupci pgiétemedruhy sloupec. Tim jsme
ziskali dolni tro juhelnikovou matici a mu¥aemespustit zpitn y chod. Vynasobimetgeti sloupec éislem( 1),
tim ziskame tgeti sloupec jednotkové matice, a nakoneck prvnimu sloupci pgiétemetgeti sloupec.

0 1 0 1 0 1 O 1
1 2 3 1 0 O 1 0 O 1 0 O
0o 1 1 o 1 1 0O 1 O 0O 1 O
1 2 2 1 0 1 1 0 1 0 0 1
1 0 O 1 2 3 1 2 1 o 2 1
0O 1 O 0O 1 O o 1 1 1 1 1
0O 0 1 0O 0 1 O 0 1 1 0 1

5.1.10 Poznamk a Pgitomto zpusobu vypoétu inversni matice musime davat pozor, abychom opravdu dilali
bui pouzegéadlové nebo pouzesloupcové Gpravy. @adkovym Upravam toti¥sodpovida ndsobenizleva sloupcovym
nasobkeni zprava elemenarnimi transformaénimi maticemi a nasokeni matic neni komutativni. Mili bychom sice

Ty T1 A Sy Ss=E;

kde T; jsou matice, které odpovidaji gadlovym Upravam a S; matice, které odovidaji sloupcovym Gpravam, ale
odtud nijak neplyne, %e
T¢ T: E S S=A .

Pozor si musimedat i na zaéatku, kdy¥itgebamatice, k ni¥zhledameinversni, ma na pozici (1; 1) nulu. Kdy%ase
chcemevyhnout pzhyteénénmu opisovaniy a rovnou pgehalime gadkytak, abychom na této pozici mili nenulovy
elen, nesmimezapomenout pgehdit také gadkyv jednotkové matici.

5.1.11 Poznamk a Pgi tomto postupu nemusime pgedemzjil»ovat, zda je matice regularni. Pokud budeme
upravovat singularni matici, ureiti se nam nepodagiji upravit na jednotkovou. V nikterém kroku ziskame
matici, ktera bude mit nulu na pozici (i; i) pro nijakéi 2 f1;2;:::;ng a také na pozicich (k;i) pro k > i.

5.1.12 Pgiklad Najdite inversnimatici k matici A (pokud existuje).

0 1
0 0 1

A=@ 1 1 1A:
1 1 2

Zkusime gadlovymi Upravami matici A upravit na jednotkovou. Nejprve pgehalime prvni a druhy gadek,potom
ke tgetimu gadkupgiétemeprvni. Tim mame pvynulovanyy prvni sloupec.

0 1 0 1
1 1 1/0 1 0 1 1 1/0 1 0
@ 0 0 1/!1 0 0A @0 0 1]/1 0 OA
1 1 2|00 1 0 0 1|0 1 1

Matici nalevo u¥na jednotkovou upravit nelze, na pozici (2;2) i na pozici (3;2) jsou jen nuly. Opatgit si
nijak ou nenulu na pozici (2; 2) a zaroveo nepokazit nulu na pozici (2; 1) neni mo¥néK matici A inversnimatice
neexistuje. To nds samozgejminepgekapi, proto¥sematice A je zjevni singularni.

Nikdy méme za Ukol najit inversni matici k matici s parametrem. V tic hto pgipadeb je vitlinou rozumnijti
pou¥sitvypoéet pomoci adjungované matice, proto¥.elpravy matice s parametrem jsou velmi nepgijemné(jak
vime z pgikladu4.4.18).

5.1.13 Pgiklad Najdite inversnimatici k matici A, a2 R.

0 1
2 1 a 1

A=@2a 1 a 1 0A
1 1 a
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Nejprve spoeitdme determinant matice A.

=

a

detA = 2a 0 =(2a? 2a+2a®> 3a+1) (a? 2a+1+2a®> a)=a’ 2a

)
)
s

)

Inversnimatice existuje pouzek regularni matici, tedy musibyt a 2 Rnf 0; 2g. Nyni spoeitamejednotlivé doploky.

Du=( 1?2 (& a) Da=( 13 1 Dai=( 1)* ( a®+2a 1)
Dip=( 1) (2a*> a) Dp=( 1* (a+1) D= ( 1)5 ( 232+ 3a 1)
Diz=( 1)* a D= ( 1)° 1 Dss= ( 1)° ( a)

Inversni matice k matici A (pro a2 Rnf0;2g) je

0
1 a a 1 a’+2a 1
At= - @ 2a%+a a+l 22® Ba+1A:
a a a 1 a

5.2 Za&kladni vlastnosti
V této easti proberemezakladni vlastnosti inversnich matic a jejich vztahy k daltim operacim s maticemi.

5.2.1 Tvrzeni Pro libovolnou regularni matici A plati

Al t=A:

Dukaz. Pro inversnimatici k matici A * musi platit, ¥ekdy¥ji vynasobimematici A !, ziskame jednotkovou
matici. Ovigime, zdato splouje matice A. Zgejmi

A Al=E=A1A;

proto je matice A inversni matici k matici A 1. -

5.2.2 Tvrzeni Pro libovolnou regularni matici A plati, %eA T je také regularni a

1 T
= Al

AT
Dukaz. Regularita matice AT plyne z regularity matice A, proto¥se
detAT = detA:

Inversnimatice k AT je takova matice, jejim¥souginems AT je jednotkova matice. Ovigime, jestli to plati pro
matici A 1"

AT AT= A AT T=ET=E

AT AtT=ArAT=ET=E

V obou rovnosted jsme vyu%iilitvrzeni 3.2.190 transponaovani souéiru matic. -

5.2.3 Tvrzeni Ned»A aB jsou regularni matice tého¥gadu.Potom také matice A B aB A jsouregularni
a plati
(A B)'=B*A® a (BA=A!BLL
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98 Kapitola 5. Inversni matice

Dukaz. Proto¥seplati
detA 6 0 a detB 6 0;

je také
det(A B)=detA detB6 0 a det(B A)= detB detA 6 O:

Oba soueiry jsou tedy regularni matice. Abychom dokazali druhou éasttvrzeni, opit matice vynasobime.
(A B B*AYHY=A BBYHYAI=AEAI=AA?I=E
B*AYHYAB=B'!A'AB=B'!EB=B!B=E

Tim jsme dokazali, ¥%.ematice B * A ! je inversnik matici A B.

Analogicky dokad¥eme¥seA 1 B 1! je inversnik matici B A. Plati toti¥a, ¥e

B A (A*'B HY=B (A AYHYB=BEB?=BB!=

I
m

AtBYHB A=A BB)A=ATEA=A'A=E

Ve tgeti kapitole jsme zavedli mocniny matic pro viechna pgirozenaéisla. Diky pgedbozimu tvrzeni mudseme
de novat mocniny regularnich matic i pro zaporna cela éisla. Plati toti%

AZ '=(A A)T=A T A= ATE

Podobni pro ostatni mocniny

De novali jsmesi A® = E, zgejmi

5.2.4 Denice Nedw»A je regularni matice. De n ujeme
A "=(A" b

5.2.5 Tvrzeni Ned» A je regularni matice. Potom plati, %.e

1
detA != :
€ detA

Dukaz. Podlevity 4.3.16je detA B = detA detB; proto

1
1 1y — — 1 .
detA detA =det(A A “)=detE=1 atedy detA = detA

5.2.6 Poznamk a Toto tvrzeni je oéekavatelné a velmi jednoduché. Mu3.eteho vyu¥iitv pgikladet, kdy mate
poéitat determinant inversni matice. Neni toti% potgebatu inversni matici poeéitat a pak jelti jeji determinant.
Staéispoeitat determinant puvodni matice a potom vzit jeho pgevracenothodnotu. Zvla!» u matic sparametrem
je to velké zjednoduleni.

5.2.7 Pgiklad Spoétite detA 1, jestlidse

0 1
3a 2 1 2a+6 5
_ 2a 4 2 a 5 a 4. )
A—% o2 1 a+5 4 Ko kde a2 R:
2 1 a+4 3
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5.3. Maticové rovnice 99

j Pokud nik oho napadlo, ¥espoeitd nejprve inversni matici a potom jeji determinant, mu3sese o to pokoulet
za dlouhych zimnich veeeru.Ani mé nejlepti a nejzodpovidnijti pjay mi tentokrat nepgimije k takovémuto
postupu. Jen pgipadnéhazardéry odka¥ina pgiklad 4.4.18.

Rozumny postup je spoéitat determinant matice A a uréit, pro jaké hodnoty parametru a je matice A regularni.
Pro tyto hodnoty inversnimatice k A existuje a jeji determinant je pgevracenothodnotou detA.

Pro vypoeet determinantu matici A trochu upravime, pvynulujemey druhy sloupec, ve kterém zachovame
pouzejedniéku v prvnim gadku.Toho doséhnemetak, %ek druhému gadkupgietemedvojnasobek prvniho gadku
a od tgetihoa etvrtého gadkuprvni gadekodeeteme.Tim sedeterminant nezminil. Potom udilame rozvoj podle
druhého sloupce.

3a 2 1 2a+ 6 5 33 2 1 2a+6 5

2 4 2 a 5 a 4 4a 8 0 5a+7 a+6 (1 4Z+g 52+Z a+el‘,
2a 1 a+5 4 a+2 0 a 1 1 4t 2 a2 5
2a 1 a+4 3 a+2 0 a 2 2

Nyni u¥mu¥.emeou¥sitSarrusovo pravidlo nebo matici jelti tro chu upravit. Napgikladmu¥semd prvnimu gadku
poieistetygnasolek taetiho gadkua od druhého gadku odeéist tgeti gadek. Tim pvynulujemey prvni sloupec a
udilame rozvoj podle nij.

4a 8 ba+7 a+ 6
a+ 2 a 1 1 =
a+ 2 a 2 2

a
(a+2)(1)4aiai:a2

N O o
N R
N RN
I

a+t a

Pro a2 R nf2gje matice A regularni, inversni matice k ni existuje a plati

1
detA 1= ——_:
a 2

5.3 Matico vé rovnice

Maticovymi rovnicemi rozumimerovnice, ve kterych sevyskytuje jako neznamanijak & matice. Nejjednoduttimi
maticovymi rovnicemi jsou rovnice typu

A X=B nebo Y A=B:
5.3.1 Tvrzeni Pokud je matice A regularni, maji tyto rovnice v¥dyjediné gelenia to
X=A'B nebo Y=B A %

Dukaz. Zgejmi matice A ' B je gelenimrovnice A X = B, proto¥eplati

A (A'B)=(A A B=E B=B:
Jednoznaénosizasedoka¥.emeporem. Nech» matice C 6 A 1 B gelirovnici A X = B. Potom plati

A C=B:
Vynasobimeobi strany rovnosti zleva matici A 1. Ta uréiti existuje, proto¥.ematice A je regularni.
Al@AC=A!'!B atedy (A A)C=E C=C=A 1 B:

A to je spor s pgedmkladem, 3%eC 6 A 1 B. @elenije uréenojednoznaéni.
Analogicky postupujemev druhém pgipadi. Opit zeejmiB A ! gelirovnici Y A = B; nebo»

B AYHYA=B (A A)=B E=B:
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100 Kapitola 5. Inversni matice

A jednoznaénostopit dokad¥.emeporem. Kdyby nijak & jinAd matice C gelilarovnici, pak po vynasobeni zprava
matici A ! ziskame
(C A A'=C@AAYHY=CE=C=B A L

Pokud je matice A singularni, musime pou3itjiné postupy, o kterych sedozvite v kapitole o gelenisoustar
linearnich rovnic.

5.3.2 Pgiklad @elte maticovou rovnici

0 1 0 1

12 1 11 1

A X=B: kie A=@Q0 1 1A a B=@0p 1 1A
11 1 100

Nejprve zjistime, zda je matice A regularni. Pokud ano, najdeme k ni inversni matici a tou vynasobimezleva

obi strany rovnice. Tim dostaneme
Al A X)y=X=A1B:

12 1
detA= 0 1 1 =(1+2) ( 1+1)=160
11 1
Matice A je regularni, spoéitdme k ni inversni matici. Pou¥ijemegebagéadlové Gpravy.
0 1 0 1 0 1
12 1|1 0 0 1 2 1| 1 00 1 100
@01 1|01 0A @0 1 1| 01 0A @01 1| 01 0A
11 1/0 0 1 0 1 0| 101 00 1| 1 1 1
0 1 0 1
1 20| 01 1 1 00| 21 3
@0 10/ 10 1A @010/ 10 1A
0 10/ 11 1 001 11 1
Potom plati 0 1 0 1 0 1
2 1 3 111 1 1 1
X=@ 1 0 1A @0 1 1A=@0 1 1A:
11 1 100 0 0 O

Co kdybychom pgi vypoétu inversni matice pomoci gadlovych Uprav napravo misto jednotkové matice zapsali
matici B ? Provadinim géadlovych Gprav bychom ji vlastni postupni nasobili zleva elemeriarnimi transformae-
nimi maticemi. A¥bychom vlevo ziskali jednotkovou matici, mili bychom vpravo matici A * B, tedy matici X.
Pgi gelenimaticovych rovnic typu A X = B nemusimepoeitat inversnimatici k A a potom s ni nasobit zleva
matici B, ale mu¥emeépnasobity gadlovymi Gpravami. V nalem pgikladu by to vypadalo takto.

0 1 0 1 0 1
1 2 111 1 1 1 2 1|1 1 1 1 2 111 1 1
@01 1|01 1A @0 1 1|0 1 1A @0 1 1|01 1A
11 1|1 00 0O 1 o0/0 1 1 00 1|0 0O
0 1 0 1
1 2 0|1 1 1 1 0 01 1 1
@0 1 0/01 1A @0 10/0 1 1A
0O 1 0(0 OO 00 1/0 0 O
V pravé éasti pdvojmaticey mame matici A 1 B, tedy gelenimaticové rovnice.
5.3.3 Pgiklad @elte maticovou rovnici
0 1 0 1
1 2 1 11 1
Y A=B; kie A=@0 1 1A a B=@p 1 1A
11 1 100
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5.3. Maticové rovnice 101

Matice A je regularni, jak jsme ovigili v pgedtozim pgikladu. Mu¥emeproto obi strany rovnice vynasobit
zprava matici A 1. Tim ziskame
(Y A) Al=Yy=B A L

Nyni opit mO¥%emenatici B vynasobit matici A 1, tentokrat oviem zprava, nebo mu¥emepnasobity pomoci
elemenarnich Uprav, tentokrat ale sloupcovych.

10 1 0 1
111 2 1 3 2 2 3
Y=B A!=@0 1 1A @ 1 0 1A=@ 01 0A:;
1 00 11 1 2 1 3
Pomaoci sloupcovych Gprav ziskame
0 1 0 1 0 1 0 1
12 1 1 00 1 00 100
0 1 1 0 11 0 10 010
11 1 1 10 1 11 0 01
11 1 1 1 2 1 1 3 2 2 3
0 1 1 0 11 0 10 010
10 0 1 2 1 1 2 3 2 1 3
@elenimje matice v dolni é4sti pdvojmaticey, tedy
0 1
2 2 3
YyY=@ 01 0A
2 1 3

Pokud jsou nik omu sloupcové Upravy nepgijemnémuematici transponovat, potom provadit gadlové Upravy
a nakonecvyslednou matici opit transponovat. V tomto pgikladu bychom mili

0 1 0 1 0 1
10 1|1 0 1 10 1] 10 1 10 1] 1 0 1
@ 21 1|11 0A @01 1| 11 2A @01 1| 11 2A
11 1|1 10 01 0| 21 1 00 1, 30 3
0 1
1 00| 20 2
@0 10| 21 1A
001 3 0 3
i i
Jelenimje matice 0 1, 0 1
2 0 2 2 2 3
YyY=@ 21 1A =@ 01 0A
30 3 2 1 3

5.3.4 Pokud gelimenijak ou maticovou rovnici, sna¥imeeji upravit na vyle zmidovany tvar. Pou¥iamestejné
Upravy jako u rovnic s eisly Mu¥emek obima stranam pgiéistnijak ou matici, mu¥emeobi strany nasobit
nijak ou nernulovou konstarntou. Mu¥emeaké nasobit vhodnou matici, ale musime davat pozor na to, abychom
nasobili bui obi strany rovnice zprava nebo obi strany rovnice zleva. Chceme-li pgi tic hto Gpravach nasobit
inversni matici k nijak & matici, musime vidit, Yeta matice je regularni. Nemu¥emeproto nasobit inversni
matici k neznamématici. Ani by to nebylo rozumné. Je to, jako byste rovnici 3x = 2+ 5 getilitak, %eobi strany
vydilite neznamoux. Nejen¥adoyste museli vidit, 3ex 6 0, ale také byste si gelenizbyteeni zkomplikovali.

5.3.5 Pgiklady @elte maticové rovnice

1. A X B =C,kde

0 1 0 1 0 1
01 1 2 1 1 1 01
A=@2 4 1A: B=@ 1 0 1A; c=@ o0 1 1A
12 0 3 1 1 1 10
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102 Kapitola 5. Inversni matice

Abychom na levé strani posamostatniliy X , musimeobi strany rovnice nasobit zleva matici A ! a zprava
matici B !, samozgejmipokud existuji. Mame potom

AlAXBB?I=Xx=A'!cCB*%

Spoéitame determinanty matic A a B, abychom zjistili, zda jsou regularni.

0 1 1
detA= 2 4 1 =( 4+1) ( 49=160
1 2 0
2 1 1
detB= 1 0 1 =(@1+3) (2+1)=160
3 1 1
Obi matice jsou regularni, spoéitame inversni matice.
0 1 0 1
2 2 5 10 1
Al=@ 1 1 2A; B'l=@ 21 1A:
0 1 2 11 1
@elenimje matice 0 1
5 7 8
X=A'CcB!=@ 3 3 4A
1 2 2
2. X B =X+ C, kde 0 1 0 1
10 1 1 1 1
B=@1 1 1A; c=@ 0 1 1A:
2 1 0 1 1 1

Nejprve ppgewedemeyviechny vyrazy, ve kterych sevyskytuje matice X na levou stranu rovnice a potom
vytkneme matici X (zleva!).

XB = X + C
X B X = C
X (B E) = C
Pokud je maice (B  E) regularni, mu3emenyni obi strany rovnice vynasobit zprava matici (B E) '
Tim ziskame
X B Ey® E)Y'! = c® E)!
X = c B E)?
Matice (B E) je opravdu regularni, proto¥se
00 1
detB E)= 1 0 1 =(1 (@©= 180:
2 1 1

Spoéitame (B  E) ! a vynasobimetouto matici zprava matici C.

0 1
1 10
B E)'=@ 3 2 1A
1 00
0 10 1 0 1
1 1 1 1 10 5 3 1
X=@ 0 1 1A @ 3 2 1A=@ 2 2 1A
1 1 1 1 00 5 3 1

Nasobeni zprava mu3semeaké (stejni jako v pgikladu 5.3.3) provést pomoci sloupcovych Uprav prova-
dinych souéasnina matici (B E) a na matici C. Nejprve pgehalime prvni a tgeti sloupec a potom

1. gijna 2007 102 Anna Kalousova: Uvod do algebry



5.3. Maticové rovnice 103

jetti druhy a teeti sloupec. Tim ziskame dolni tro jihelnikovou matici. Potom od druhého sloupce ode-
etemedvojnasobek tgetihosloupce a k prvnimu sloupci pgietemetgeti sloupec. Nakonecvynasobimeprvni
sloupec éislem 1 a pgietemek nimu druhy sloupec.

0 1 0 1 0 0 1
0O 0 1 1 0 O 1 0 0 1 0 O
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0O 1 o
2 1 1 1 2 1 0O 0 1 0O 0 1
1 1 1 1 1 1 2 3 1 5 3 1
0o 1 1 1 0 1 o 2 1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 2 3 1 5 3 1
Opit je gelenimaticové rovnice v dolni éasti pdvojmaticey, tedy
0 1
5 3 1
X=@ 2 2 1A:
5 3 1

5.3.6 Poznamk a Viimnite si, ¥%ev tomto pgikladu jsme pgivytykani neznamématice ve vyrazu X B X
Zleva ziskali X (B E) (a ne X (B 1); jak se éastoobjevuje v pisemlkach). Je to proto, ¥ematici X si
mu¥emepgedstait jako X E acelyvyraz jakoX B X E. Vytykanije pak u¥jasné.Vyraz (B 1) naproti
tomu nedava ¥.adg smysl. Pgieitaninijak ého eéislak matici jsme nikde nede novali.
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